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Kapitel 1

Erganzungen zur
Maf}/Wahrscheinlichkeitstheorie

Um die grofitenteils mafitheoretisch formulierten Resultate in [5] sauber verstehen und bewei-
sen zu konnen, bedarf es insbesondere zweier Hautptheoreme der Mafitheorie/Wahrschein-
lichkeitstheorie, die in den Grundvorlesungen leider oft zu kurz kommen.

1.1 Lebesgue-Zerlegung und der Satz von Radon-Nikodym

Fine sehr spezielle Version der Lebesgue-Zerlegung und des Satzes von Radon-Nikodym ken-
nen Sie aus der Statistik Bachelor Vorlesung: Jede eindimensionale Verteilungsfunktion lisst
sich als Konvexkombination einer absolut stetigen, einer diskreten und einer singuléren Ver-
teilungsfunktion darstellen. Im Folgenden betrachten wir diese Zerlegungseigenschaft auf ei-
nem allgemeinen Messraum (€2,.4) ohne jegliche topologische Struktur. Mit M(£2,.A) be-
zeichnen wir (im gesamten Skriptum) die Menge aller endlichen Maflie auf A. Die Resultate
in diesem Kapitel gelten grofteils auch fiir o-endliche positive und fiir komplexe Mafle -
nachdem der Fokus der LV auf Copulas, und damit auf speziellen Wahrscheinlichkeitsmafien
liegt, reicht es, mit M(€2,.4) zu arbeiten.

Definition 1.1 Gegeben seien zwei endliche Mafle v, € M(Q, A). Dann heify v absolut
stetig beziiglich p (wir schreiben v < u) genau dann, wenn fir jedes E € A aus u(E) =0
auch v(E) =0 folgt.

Definition 1.2 Sei p € M(Q,.A). Falls eine Menge E € A existiert, sodass fiir jedes F' € A
die Gleichheit
u(F) = u(E N F)

gilt, dann sagen wir, dass p auf E konzentriert ist (oft auch: p ’lebt’ auf E).

Bemerkung 1.3 Gelte u(E) = 0, dann ist p offensichtlich auf E¢ konzentriert. Zusétzlich
gilt: p1 ist auf E konzentriert genau dann wenn p(E) = p(2) =: ||pl|-

Definition 1.4 Zwei Mafle v,u € M(Q,A) heiffen singulir zueinander (wir schreiben v L
W), falls zwei disjunkte Mengen E1, Ey € A existieren, sodass v auf E1 und p auf Eo kon-
zentriert ist.
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Bemerkung 1.5 Offensichtlich gilt v 1 p genau dann wenn eine Menge F € A existiert,
fiir die p(E) = ||| (also pw(E) =0) und v(F) = 0 gilt.

Das folgende Lemma fasst einige grundlegende Eigenschaften der gerade eingefiihrten Begriffe
zZusammen:

Lemma 1.6 Fiir v, vy, vo, € M(Q, A) gelten folgende Aussagen:

1. Aus vy < p und vy < p folgt v1 + vy < p.

2. Aus vy L pund vs L p folgt i + 19 L p.

3. Aus vy < p und vo L p folgt v L vs.

4. Ausv < pund v L p folgt v =0 (also v(E) =0 fir jedes E € A).
Beweis: Einfache Ubungsaufgabe

Satz 1.7 (Lebesgue Zerlegung und Satz von Radon-Nikodym fiir endliche Mafle)
Seien v, 1 € M(Q, A) =: M, dann gelten folgende Aussagen:

1. Es existiert ein eindeutiges Paar (vq,vs) € M? mit

V=Vg+ Vs, VgL, Vslpu (1.1)

2. Es existiert ein eindeutiges f € LY (Q, A, i) mit

na(B) = [ fdu (1.2)
E
fiir jedes E € A. Dieses f heifit Radon-Nikodym Ableitung/Dichte von v, beziiglich .
Beweis: Wir definieren ein neues Mafl ¢ € M durch
p(E) :=v(E) + n(E)
fiir jedes E € A. Fiir jedes h € L?(2, A, ¢) gilt offensichtlich

1/2
‘/th’/‘ S/Q|h’d’/§/g|h|d<ﬂ§ (/Sthdgo) (cp(Q))l/Q < 0. (1.3)
—_—

‘hHL2(Q7A7¢)

Die Abbildung T': L*(2, A, ¢) — R, gegeben durch T'(h) = [, hdv, ist daher wohldefiniert
und (offensichtlich) linear. Fiir hy, ho € L?(2, A, ) gilt wegen (1.3)

IT(h1) = T(ha)| < [[h1 — hallp2(.a.) (#() 2,

T ist also (Lipschitz-)stetig, und damit insgesamt ein stetiges lineares Funktional auf dem
Hilbertraum L?(Q, A, ¢). Anwendung des Darstellungssatzes von Riesz liefert die Existenz
eines eindeutigen g € L%(Q, A, ) mit

/thl/—T(h)—<h,g>L2(Q,A,¢) —/thdso (1.4)
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fiir jedes h € L?(2, A, ¢). Setzen wir h = 1g fiir ein E € A mit p(E) > 0, dann folgt via

(1.4) sofort
V(E):/lEdl/Z/lEgdSO:/gd%
Q Q E

1 ~ v(E)
0= so(l@)/];gd“”‘ o) ="

Nachdem E € A mit ¢(E) > 0 beliebig war, erhalten wir g(z) € [0, 1] fiir ¢-fast jedes = € Q.
O.B.d.A. kénnen wir annehmen (falls notwendig, &ndern wir g auf einer p-Nullmenge), dass
g(x) € [0, 1] sogar fiir jedes x € Q gilt.

Unter Verwendung der Definition von ¢ kann Gleichung (1.4) umgeformt werden zu

/h(l —g)dv = / hg dy. (1.5)
Q Q
Wir setzen wir A = g=1([0,1)) € A (also A¢ = g~ 1({1})) und definieren v,, vs € M durch

und damit

vo(E) =v(ANE), vs(F)=v(A°NE). (1.6)

Das Ma#8 v, ist konzentriert auf A, v, auf A¢, und offensichtlich gilt v = v, +v,. Fiir h = 1 4¢

liefert (1.5)
0=/ 1—ng=/ gdp = p(A°),
(& AC
es gilt also v L p.

Um v, < p und die Darstellung (1.2) zu beweisen, gehen wir wiefolgt vor: Fiir beliebiges
EcAneNundh=(1+g+g*+...+g") 1g liefert (1.5)

Ly := / (1-g"dv = / g(l+g+¢*+...+9¢")dp=: Ry (1.7)
E E
=:I;

Fiir v € ENA gilt 1— g™ (z) — 1 fiir n — oo, fiir x € EN A€ gilt offensichtlich 1—g¢"*(z) =
0, insgesamt erhalten wir also (Satz von der majorisierten Konvergenz oder Satz von der
monotonen Konvergenz) lim,, oo Ly, = ¥(ENA) = v4(E). Der Integrand I,, der rechten Seite
ist monoton nicht fallend in n und konvergiert (in [0, co]) punktweise gegen eine nicht-negative
messbare Funktion f :  — [0, 00] (beachten Sie, dass wir f sogar explizit berechnen kénnen
- wie?). Anwendung des Satzes von der monotonen Konvergenz liefert lim,,_,o, R, = f E fdu,
und wir erhalten insgesamt

00 >, (E) = /Efd,u,

also genau die geiinschte Darstellung fiir v, (F € A war beliebig). Fiir den Fall E = Q
folgt wegen [, [fldu = [o fdu = va(Q) < oo die Integrierbarkeit von f. Damit ist der
Beweis bis auf die in der ersten Aussage behauptete Eindeutigkeit des Paares (v4,vs) € M?
(Ubungsaufgabe) komplett. B

Bemerkung 1.8 Fiir v < p schreiben wir in der Folge auch oft f = Z—Z fiir die Radon-
Nikodym Dichte/Ableitung von v beziiglich p, und verwenden zusétzlich die in der Literatur
ibliche Schreibweise dv = fdu.
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Satz 1.9 (Rechenregeln fiir Radon-Nikodym Ableitungen/Dichten)
Seien pu1, 2, i3 € M(Q, A) und es gelte 11 < po < pg. Dann gilt die sogenannte Kettenregel
fiir Radon-Nikodym Ableitungen, i.e.

d d d
dpn _dpn dpa (1.8)
dps  dpe  dps
Falls pn < po und po < py gilt, dann folgt
dpa (dul)*l 1
Y et 1 S . 1.9

Beweis: Ubungsaufgabe

Der folgende abschieflende Satz begriindet die Verwendung des Wortes ’Stetig’ im Zu-
sammenhang mit v < p.
Satz 1.10 Fir v, € M(Q,A) sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

L.vyp

2. Fir jedes € > 0 existiert ein 0 > 0 sodass v(E) < ¢ fir jedes E € A mit u(E) < 6.

Beweis: Ubungsaufgabe

1.2 Bedingte Erwartungen

Wir betrachten ein motivierendes (nicht-diskretes) Beispiel, in der die Berechnung des be-
dingten Erwartungswerts zumindest intuitiv klar ist.

Beispiel 1.11 Der Zufallsvektor (X,Y") sei absolut stetig (beziiglich des Lebesgue-Mafles Ao
auf B(R?)) mit Dichte

f(x7y> = %]-B(O,l)(x7y)a
wobei B(0,1) = {(x,y) € R? : 22 + y? < 1} die offene Einheitskugel bezeichnet. Wie wiirden
Sie P(Y € B|Y = z) sowie E(Y|X = z) fiir B € B(R) und z € R definieren? Intuitiv wiirde

man zweifelsohne

Y|(X =2) ~U(—V1—22,\/1—22)
fiir jedes z € [—1,1] setzen und damit E(Y|X = x) = 0 erhalten. Intuitiv ebenfalls nahelie-

gend wire, dass

P(X,Y) e Ex F)=PXY)(Ex F) = / P(Y € F|X = z)dP¥(z)
E

fiir jedes G € B(R?) sowie

E(Y) :/ E(Y|X = z)dP¥ ()
[~1.1]

gilt. Tatséchlich lassen sich die letzten beiden Identitéiten auch formal beweisen - beides sind
Spezialfiille der sogenannten Disintegration, die im néchsten Kapitel behandelt wird.
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Das nachfolgende Beispiel deutet an, in welche Richtung es gehen wird.

Beispiel 1.12 Wir betrachten den Wurf mit einem fairen Wiirfel, modelliert durch (2, A, P) =
({1,2,...,6},p({1,2,...,6}),P) mit P({i}) = ¢ fiir jedes i € © sowie die Ereignisse 4 =
{1,2,3}, B = {1,3,5}. Die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B berechnet sich

bekanntlich zu
P(ANB
Pp(A) :==P(A[B) = %P(B)) =

[\')\H‘C\JM—‘
winNy

Fiir jede andere Teilmenge F € A kann Pp(FE) analog berechnet werden.
Sei nun X eine Zufallsvariable auf (€2, A,P). Wie kann der Erwartungswert E(X|B) von X
unter B berechnet werden? Naheliegenderweise ist E(X|B) definiert als der Erwartungswert
von X unter dem (neuen) Wahrscheinlichkeitsmafl Pp. Wir erhalten also

6
B(XIB) = [ Xy =Y X(@Ps(w) = 3 X))
w=1

weB

_ P(lm > X(@)1p@)P({w})

weN

_ 1 (XM +XB)+X0G) s X(1)+X(3)+X(5)
= @E(th) = T 8 = 3
Fiir B¢ erhalten wir analog
E(X|B) = 5 (1BC)E(XIBC).

Setzen wir B := A, ({B, B°}) = {0,9Q, B, B°} C A und definieren wir E(X|B) : 2 — R durch

E(X|B) fiir w € B,

E(X|B)(w) = { E(X|B°) fiir w € BC, (1.10)

dann hat E(X|B) die folgenden Eigenschaften:
1. E(X|B) ist B-messbar (und ein Element von L!(Q, B, P)).

2. Fiir jedes C € B gilt
/ E(X|B)d]P’:/ XdP. (1.11)
C C
Tatséchlich liefert die Wahl von C = B sofort
E(X 1p) E(X 1p) /
EXBdIP’:/IEXBd]P’:/dP: 1dP
/B(|) (X1B) B P(B) P(B) /B

B
= XdP,
B
die Gleichheit fiir C = B¢ und C = Q folgt analog, und fiir C' = () ist die Gleichheit

trivial. E(X|B) kann also interpretiert werden als gegléttete (aggregierte) Version von
X.
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Im obigen Beispiel hiitten wir jeden beliebigen Wahrscheinlichkeitsraum (€2,.4,P) und eine
Menge B € A mit P(B) > 0 nehmen konnen - die Konstruktion der bedingten Erwartung
E(X|B) wire gleich verlaufen.

Ist nun I eine abzidhlbare Menge, (B;)icr eine messbare Partition von € bestehend aus
Mengen mit echt positiver Wahrscheinlichkeit und X eine integrierbare Zufallsvariable auf
(Q, A, P), dann kann E(X|B) mit B = A,({Bi, Ba,...}) naheliegenderweise definiert werden
durch

E(X|B)(w) = S E(X|B)1p,(w) = ZW@(@. (1.12)
el el t

Das nachfolgende Lemma bestétigt, dass die so erhaltene Zufallsvariable E(X|B) : @ — R
dieselben Eigeschaften hat wie E(X|B) im vorigen Beispiel:

Lemma 1.13 Die Zufallsvariable E(X|B) gemdafs (1.12) ist diskret und hat folgende Eigen-
schaften:

1. E(X|B) ist B-messbar (i.e. E(X|B)~Y(E) € B fiir jede Borel-Menge E € B(R)).
2. E(X|B) ist integrierbar und erfillt

/E(X\B)dIP:/XdIP’ (1.13)
C C

fiir jedes C € B.
Beweis: Ubungsaufgabe

Der finale Schritt von der abzéhlbar erzeugten o-Algebra B auf eine beliebige sub-o-
Algebra C C A ist nun wenig iiberraschend:

Definition 1.14 Sei X eine Zufallsvariable auf (Q, A,P) und C eine sub-o-Algebra von A.
Dann heifst eine Zufallsvariable Xy (eine Version der) bedingte Erwartung von X unter C
(wir schreiben Xo = E(X|C)) genau dann, wenn sie die folgenden zwei Figenschaften hat:

(CE1) X ist C-messbar.
(CE2) Friir jedes C € C gilt die Gleichheit

/Xod]P’:/Xd]P’.
c c

Satz 1.15 Sei (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, C eine sub-o-Algebra von A und X
eine integrierbare Zufallsvariable auf (2, A,P). Dann existiert E(X|C) und ist eindeutig P-fast
tiberall.

Beweis: Zum Beweise der Existenz folgen wir, wie gewohnt, dem Integralaufbau und starten
mit einer nicht-negativen Zufallsvariable X. Das Maf$ y, definiert durch p(C) = [, XdP ist
(wegen der vorausgesetzten Integrierbarkeit von X) endlich, und wird offensichtlich von P
dominiert. Nach dem Satz von Radon-Nikodym existiert daher eine C-messbare, integrierbare
(P-fast iiberall eindeutig bestimmte) Zufallsvariable Xy mit

/XOdIP’ 1 )—/Xd]P’
C
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fiir alle C € C. Xy hat also die gewiinschten Eigenschaften und der Satz ist fiir nicht-negatives
X bewiesen.

Fiir allgemeines (integrierbares X) verwenden wir die Zerlegung X = X — X, bestimmen
die entsprechenden bedingten Erwartungen Xar , X, und setzen einfach Xq = Xar - X,
Zum Beweis der behaupteten Eindeutigkeit nehmen wir an, Xy und X, erfiillen (CE1) und
(CE2), und setzen F := {w € Q: Xo(w) > X (w)} € C. Eigenschaft (CE2) liefert

0—/X0—X6d]P>—/1E(XO—X5) dP,
E QN—

woraus sofort P(E) = 0, und damit Xy < X|| [P] folgt. Nachdem sich X} < X, [P| analog
ergibt, folgt insgesamt P({w € Q : Xo(w) = Xj(w)}) =1. A

Einige der wichtigsten Eigenschaften bedingter Erwartungen sind im folgenden Satz zu-
sammengefasst.

Satz 1.16 Seien X,Y integrierbare Zufallsvariable auf (2, A,P) und D C C sub-o-Algebren
von A. Dann gilt (alle Aussagen sind [P] zu interpretieren):

1. E(aX +bY|C) = aE(X|C) + bE(Y|C) (Linearitdit)
Y < X impliziert E(Y|C) < E(X|C) (Monotonie)
Ist X sogar C-messbar, dann gilt E(X|C) = X

Falls E(|XY]) < 0o und Y sogar C-messbar ist, dann folgt E(XY|C) = YE(X|C).

AT I

E(E(X|C)|D) = E(E(X|D)|C) = E(X|D) (Turmeigenschaft)
E(|X||C) > ’]E(X|C)’ (Dreiecksungleichung)

Falls Ay (X) und C unabhdingig sind, gilt E(X|C) =E(X)

Fall C nur aus 0- oder 1-Mengen besteht folgt E(X|C) = E(X)

AN T T

Fiir eine Folge (X,,)nen von Zufallsvariablen, die P-fast sicher gegen X konvergiert und
| Xn| <Y [P] erfillt, folgt
1i_>m E(X,|C) = E(X|C) [P]
und
lim / |E(X,|C) — E(X]|C)|dP = 0.
Q

n—oo

Beweis: Linearitét folgt sofort aus der Tatsache, dass aE(X|C) + bE(Y'|C) C-messbar ist und
dass fiir jedes C € C

/CaIE(X|C)+b]E(Y|C)dIP> - a/CE(XyC)dP+b/CE(Y|C)dP:a/CXdP+b/CYdP

= /aX+bYd]P’
C
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gilt.
Zum Beweis der Monotonie setzen wir C' := {w € Q : E(Y|C) > E(X|C)} € C und erhalten
(unter Verwendung der Linearitdt und (CE2))

/10 (E(Y|C) — E(X|C)) dP = /E(Y|C)—E(XC)dIP’—/Y—Xd]P’gO,
Q C C

>0

und damit P(C) = 0. Der Beweis der restlichen Aussagen ist eine Ubungsaufgabe.

Satz 1.16 besagt insbesondere, dass fiir jede integrierbare Zufallsvariable X die Eigen-
schaft E(E(X]|C)|C) = E(X|C) gilt, die Abbildung X + E(X|C) also idempotent ist. Idem-
potenz kennen wir insbesondere von orthogonalen Projektionen (i.e. Bestapproximierende in
Unterrdumen). Zusétzlich wurde vorhin schon erwdhnt wurde, dass E(X|C) als geglittete
Version von X gesehen werden kann. Mit dieser Interpretation im Hinterkopf ist das folgende
Resultat nicht mehr allzu iiberraschend:

Satz 1.17 Seien X quadratisch integrierbar und C eine sub-o-Algebren von A. Dann gilt fir
jede quadratisch integrierbare, C-messbare Zufallsvariable Y die Ungleichung

E((X —Y)?) > E((X — E(X|C))?) (1.14)

mit Gleichheit, dann und nur dann, wenn Y = E(X|C) [P].
Mit anderen Worten: E(X|C) ist die orthogonale Projektion von X € L%*(Q, A,P) auf den
(abgeschlossenen) Unterraum L*(2,C,P).

Beweis: Nachdem aus der quadratischen Integrierbarkeit von X die quadratische Integrier-
barkeit von E(X|C)? folgt (Ubungsaufgabe), reicht es, Ungleichung (1.14) zu beweisen.

Sei nun Y C-messbar und quadratisch integrierbar. Anwendung der Cauchy-Schwarz Unglei-
chung liefert sofort E(|XY|) < oo, weiters kénnen 1t. Punkt 4. in Satz 1.16 E(XY') und
E(XE(X|C)) umgeschrieben werden zu

E(XY) = E(E(XY|C))iE(YE(X|C))

E(XE(X|C))

E(E(XIE(X|C)\C)) L E(E(X|C)?).

Unter Verwendung dieser Gleichheiten folgt die gewiinschte Ungleichung direkt aus

E(X - Y)? - E((X —E(X[C))*) = E<X2 —2XY +Y? - X% 4+ 2XE(X|C) — E(X|C)2>
= E(Y?)-2E(XY)+2 E(XE(X|C)) -E(E(X|C)?)

~————
=E(E(XE(X|0)|C))

= E(Y?) - 2E(YE(X|C)) +E(E(X|C)?)
— E(Y -E(X|0))*>0. ®

Die von der Zufallsvariable X erzeugte o-Algebra C = A,(X) = X Y(B(R)) ist (auf-
grund der Messbarkeit von X) offensichtlich eine sub-o-Algebra von A. Fiir eine integrier-
bare Zufallsvariable Y auf (€2, .4, P) und eine weitere (nicht notwendigerweise integrierbare)
Zufallsvariable X nennen wir daher

E(Y|X) := E(Y]A4, (X)), (1.15)
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bedingte Erwartung von'Y unter X.
Das folgende Hilfsresultat impliziert, dass E(Y|X) sich immer in der Form E(Y'|X) = hoX
mit einer (Borel-) messbaren Funktion h : R — R darstellen lésst.

Lemma 1.18 (Faktorisierungslemma) Seien X undY Zufallsvariable auf (Q, A,P). Dann
sind die folgenden beiden Bedingungen dquivalent:

1. 'Y ist Ay(X) messbar.
2. Es existiert eine (Borel) messbare Transformation h : R — R mit Y = ho X.

Zusatz: Ist Y nicht-negativ, dann kann auch h nicht-negativ gewdhlt werden. Weiters ist h
eindeutig bestimmt PX -fast tiberall.

Beweis: Dem Integralaufbau folgend eine einfach Ubungsaufgabe.

1.3 Disintegration und Markov Kerne

Wir wissen aus dem vorigen Abschnitt, dass sich fiir (reelle) Zufallsvariable X, Y auf (Q2, A4, P)
die bedingte Erwartung E(Y|X) von Y unter X in der Form E(Y|X) = ho X darstellen l#sst,
wobei h : R — R eine messbare (und i.A. nicht eindeutige) Funktion ist. Wie am Beginn
von Abschnitt 1.2 skizziert, ist unser Hauptziel, allgemeine bedingte Verteilungen (i.e. die
Verteilung von Y gegeben X = zx fiir x € R und beliebige, nicht notwendigerweise diskrete
Zufallsvariable X') zu konstruieren. Die folgenden Definition ist wenig tiberraschend:

Definition 1.19 Seien X,Y Zufallsvariable auf (2, A, P), zusdtzlich sei Y integrierbar. Dann
ist EINE Version der bedingte Erwartung E(Y|X = z) von Y gegeben X = x gegeben durch

E(Y|X =z) = h(x), (1.16)
wobei h EINE lt. Faktorisierungslemma existierende Funktion mit E(Y|X) = ho X ist.

Frage 1.20 Stimmt die Gleichheit E(Y|X = X(w)) = E(Y|X)(w) fiir jedes w, fiir P-fast-
jedes w, oder i.A. nicht fiir P-fast-jedes w?

Haben wir mit Definition 1.19 unser Ziel der Konstruktion bedingter Verteilungen schon
erreicht? Naheliegenderweise wiirden wir nun fiir jedes A € A die bedingte Wahrscheinlichkeit
P(A|X = x) von A gegeben X = x definieren durch (h4 erfiille E(14]|X) =hg o0 X)

P(A|X =x) :=E(14|X =) = ha(z). (1.17)

Ist die dadurch definierte Abbildung A — P(A|X = z) fiir jedes & ein Wahrscheinlich-
keitsmafl auf A7 Die Frage ist nicht trivial zu beantworten, da die involvierten Funktionen
h nur PX-iiberall eindeutig bestimmt sind (fiir absolut stetiges X konnen wir h also auf
beliebigen Lebesgue-Nullmengen abédndern), und die Nullmengen von A abhéingen konnen.
Beispielsweise gilt

P@|X =2)=0

nur fiir PX-fast-alle z € R. Im Allgemeinen kann und wird A iiberabzihlbar viele Mengen
enthalten, wir kénnen also nicht einfach auf den Nullmengen modifizieren, die entsprechen-
den Nullmengen vereinigen und argumentieren, dass die resultierende Menge wieder eine
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Nullmenge ist. Wenn die o-Algebra sich ’gut’ durch abzéhlbar viele "brave’ Mengen appro-
ximieren lésst, kann aber tatséchlich eine Version von P(:|X = z) bestimmt werden, sodass
A — P(A|X = z) ein Wahrscheinlichkeitsmaf} fiir jedes feste z € R, und die Abbildung
x — P(A|X = x) messbar in z fiir jedes feste A € A ist. (z,A) — P(A|X = z) ist dann ein
sogenannter Markov Kern.

Definition 1.21 Seien (Q1, A1) und (Q2,.As) Messrdume. Eine Abbildung K : Q1 X Ay —
[0,1] heifit Markov Kern von (€1,.41) nach (Q2,.A2) (oft auch ’stochastischer Kern’ oder

’ﬁbergangswahrschemlichkeit’) genau dann, wenn die folgenden zwei Bedingungen erfillt
sind:

o Flir jedes feste Ay € Ay gilt: Die Abbildung wi — K (w1, As) ist Ay — B(R)-messbar.
o [ir jedes feste wy € Oy ist Ag — K (w1, A2) ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf As.

Beispiel 1.22 Wir betrachten Q1 = Qo = Q = {1,2,...,N} mit N > 2 und A4 = Ay =
A = p(Q). Weiters sei M = (m; ;) € [0, 1]V eine sogenannte stochastische Matrix, i.e. eine
Matrix mit nicht-negativen Eintrégen, die

N
> mig=1, i€{l,2,...,N}
j=1

erfiillt. Definieren wir K : Q x A — [0, 1] durch

K(i, A) = Z ms g,
jEA
dann ist offensichtlich K ein Markov Kern von € nach Q (beachten Sie, dass die Messbar-
keit wegen A = p(Q) trivial ist). Mit anderen Worten: Jede stochastische Matrix induziert
einen Markov Kern. Umgekehrt (einfache Ubungsaufgabe) induziert jeder Markov Kern eine
stochastische Matrix.

Beispiel 1.23 Wir betrachten ; = (0,00), A1 = B((0,00)), 22 = N, Ay = p(Q2) und
setzen (fiir B = () sei die Summe per definitionem gleich 0)
ok _,

K(Q, B) = Ee

keB

fiir jedes 8 € Q und jedes B € A. Dann ist K ein Markov Kern von (21,.4;) nach (Q2, A2) (wie
lasst sich die Messbarkeit zeigen?), und das Mafl K (0,-) entspricht der Poisson-Verteilung
mit Parameter 6.

Beispiel 1.24 (Fortsetzung von Beispiel 1.11) Sei (X,Y) stetig gleichverteilt auf dem
Einheitskreis B(0, 1), i.e. die Dichte von (X,Y") ist gegeben durch f = %13(0,1). Wir setzen
Q=01 =Q = (-1,1), A = A = Ay = B((—1,1)), sowie I, := (—V1 — 22,1 — 22) fiir
jedes x € (—1,1). Definieren wir K : (—1,1) x B((—1,1)) — [0, 1] durch

K(z,F) = MFNIL), (1.18)

. 1
M/Elh(y)d/\(y): W1 a2

dann lisst sich unschwer zeigen, dass K ein Markov Kern von (£, A) nach (Q, A) ist (Ubungs-
aufgabe!). Woher kommt die Idee, den Kern wie in Gleichung (1.18) zu wéhlen?
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Definition 1.25 Seien X,Y Zufallsvariable auf (2, A, P) und C eine sub-o-Algebra von A.
Dann heift ein Markov Kern K von (,C) nach (R, B(R)) eine regulire bedingte Verteilung
von Y unter C genau dann wenn

K(w,B) =E(1poY|C)(w) [P]

fir jedes B € B(R) gilt.
Fiir den Spezialfall C = Ay,(X) heifit ein Markov Kern K wvon (R,B(R)) nach (R, B(R))
eine reguldre bedingte Verteilung von Y unter X genau dann, wenn fir jedes B € B(R) die
Gleichheit

K(X(w),B) =E(1poY|X)(w)

fir P-fast alle w gilt (mit anderen Worten: wenn (w, B) — K(X(w), B) eine Version der
bedingten Erwartung von 1g oY unter A,(X) ist.)

Bevor wir die Existenz regulidrer bedingter Verteilungen beweisen, unterstreichen wir deren
Wichtigkeit fiir die Zerlegung von Maflen:

Bemerkung 1.26 Falls K eine reguldre bedingte Verteilung von Y unter X ist, dann gilt
also per definitionem fiir alle £, B € B(R) die folgenden Gleichheit
/ K(X(w), B)dP(w) = / 1poYdP =P(X ' (E)nY~YB)) =PXY)(E x B).
X-UE) X-H(E)
Nachdem sich der erste Ausdruck mittels Change of Coordinates umschreiben lésst zu

/ K(X(w), B)dP(w) = / 150 X (w) K (X (w), B)dP(w) = / K(z, B)dPX (z)
X-1(E) Q E

erhalten wir insgesamt
PXY)(E x B) —/ K (x, B)dPX (z), (1.19)
E
das Wahrscheinlichkeitsmafs P(Y) wird also zerlegt (disintegriert) in eine Familie eindimen-
sionaler Mafie K (z,-) und die Randverteilung PX von X.

Gleichung (1.19) charakterisiert sogar regulire bedingte Verteilungen von Y unter X - es gilt
das folgende Lemma:

Lemma 1.27 Ein Markov Kern K von (R, B(R)) nach (R, B(R)) ist eine regulire bedingte
Verteilung von Y unter X genau dann, wenn Gleichung (1.19) fir alle E, B € B(R) gilt.

Beweis: Einfache Ubungsaufgabe.

Beispiel 1.28 (Fortsetzung von Beispiel 1.24) Wir bestétigen die in Bemerkung 1.26
hergeleitete Gleichung (1.19) und berechnen zuerst die (Rand-)Verteilung PX von X: Fiir
x € (—1,1) gilt

P(X < x) P(X <z,Ye(-1,1) = / f(t, s)dXao(t, s)

(—1,z]x(—1,1)
_ / 1/ 17, (y)d\(y)dA(z) = 1/ 2v/1 — 22d\(x).
(71’1‘] ™ (7171) n (71’1‘]

TBeachten Sie, dass hier die Me8barkeit beziiglich der sub-o-Algebra C gefordert wird
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X ist also absolut stetig mit Dichte 2v/1 — 22 1(_1,1)(x). Fiir jedes ganz in (—1,1)? liegende,
messbare Rechteck R = E x F' erhalten wir

1
/EK(x,F)dIF’X(:r) = /Em/\(FﬂIx)dPX(x)

1 2
/E vt G ENCE TR BT

%A(F))\(E) = %AQ(E x F) =PXY)(E x F).

Satz 1.29 (Existenz regulirer bedingter Verteilungen) SeiY eine Zufallsvariable auf
(Q, A, P) und C eine sub-o-Algebra von A. Dann ezistiert eine regulire bedingte Verteilung
von Y unter C.

Beweis: Die Beweisidee besteht darin, Versionen der bedingten Verteilungsfunktionen ge-
schickt zu wihlen, und daraus einen Markov Kern zu basteln.

Fiir jedes r € Q bezeichne F'(r, -) eine Version von E(1(_y,,joY|C). Nachdem fiir 7 < s,7,s €
Q offensichtlich 1(_ ;oY (w) < 1L g0Y (w) fiir jedes w € Q gilt, folgt aus Satz 1.16 Punkt
2. sofort die Existenz einer Nullmenge A, ; € C mit

F(r,w) < F(s,w) fiir jedes w € A7 .

Weiters existiert lt. Satz 1.16 Punkt 8. eine Nullmenge B, € C mit

1
lim F (r + ,w) = F(r,w) fiir jedes w € By,
n

n—oo
sowie eine weitere Nullmenge D € C mit

lim F(—n,w) =0, und lim F(n,w)=1 fiir jedes w € D¢

n—o0 n—o0

Setzen wir
N= |J 4.ulJBuUD

r,s€Q,r<s reQ

dann folgt sofort N € C sowie P(N) = 0. Fiir jedes w € N€ist r — F(r,w) die Einschréinkung
einer Verteilungsfunktion auf Q. Diese Verteilungsfunktion F(-,w) ist offensichtlich gegeben
durch

F(z,w) =inf{F(r,w): 7 € QN (z,00)}.
Wir wihlen eine beliebige eindimensionale Verteilungsfunktion Fy und definieren F auf R x N
durch F(z,w) = Fy(z). Ausgehend von F definieren wir K fiir w €  und B = (—oo, r| durch

K(w,B) = F(r,w). (1.20)

und zeigen, dass K zu einem Markov-Kern mit den gewiinschten Eigenschaften fortgesetzt
werden kann. Fiir r € Q gilt nach Konstruktion

K(w, (—00,7]) = 1y¢(w)F(r,w) + 1n(w)Fo(r),
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die Fortsetzung von K auf ganz 2 x B(R) ist trivial’. Nachdem alle vier auf der rechten Seite
vorkommenden Funktionen C-messbar sind, ist auch w — K (w, (—oo,r]) C-messbar fiir jedes
r € Q. Wir wissen, dass {(—oo,7] : 7 € Q} ein durchschnittsstabiler Erzeuger der Borelschen
o-Algebra B(R) ist; zusétzlich kann leicht iiberpriift werden, dass

D ={B € B(R) : w— K(w, B) messbar}

ein Dynkin-System ist. Insgesamt folgt also (m-A-Theorem, Ubungsaufgabe) D = B(R). K ist
also ein Markov-Kern und der Beweis ist komplett, sobald gezeigt ist, dass fiir jedes B € B(R)
die C-messbare Abbildung w +— K(w, B) eine Version der bedingten Erwartung von Y unter
C ist. Fir B = (—o0, 7] und beliebiges C € C folgt die gewiinschte Gleichheit aus

/ K. Bw) = [ Lwe@Pra®e) = [ Frw) @

:]E(]-(foo,r]oy|c) (P]
= / 1 oosoYdP=P(CNY ! (B)) = R(B)
CNNe

Nachdem B — L(B) und B — R(B) endliche MaBe sind, die auf {(—oo,r|: r € Q} iiberein-
stimmen, folgt L = R auf ganz B(R). &

Satz 1.29 gilt nicht nur fiir reellwertige Zufallsvariable Y, sondern ganz allgemein fiir
Zufallsvariable Y mit Werten in einem sogenannten Borel Raum. Nachdem jeder separable,
vollstéindige metrischen Raum (M, d) ein Borel Raum ist, existieren regulidre bedingte Ver-
teilungen also insbesondere fiir Zufallsvariable Y mit Werten in (R, |- ||2), in (Cla, b}, |- ||lso),
etc.:

Korollar 1.30 (Existenz regulirer bedingter Verteilungen, allgemein) Sei Y eine
Zufallsvariable auf (Q, A, IP) mit Werten in einem vollstindigen, separablen metrischen Raum
(M, d) und C eine sub-o-Algebra von A. Dann ezistiert eine regulire bedingte Verteilung von
Y unter C.

Beweis: Mit guten Mafitheoriekenntnissen leicht machbar, siehe [9, 10].
Die Kenntnis einer regulire bedingte Verteilung K (-,-) von Y unter C erméglicht die
Berechnung einer bedingten Erwartung g o Y unter C - es gilt folgendes Resultat:

Satz 1.31 Sei Y eine Zufallsvariable auf (2, A, P) mit Werten in einem vollstindigen, sepa-
rablen metrischen Raum (M,d), C eine sub-o-Algebra von A, und g : M — R Borel-messbar
mit E(|g o Y|) < co. Dann gilt

B(g0YIC)w) = | oK (w.dy) [P
Beweis: Ubungsaufgabe
Fiir den Fall C = A, (X) lasst sich noch mehr machen. Der Beweis des folgenden Resultats

verlduft vollkommen analog zu dem von Satz 1.29 - anstatt (€2, .4, P) arbeitet man gleich auf
dem Wahrscheinlichkeitsraum (R, B(R), P¥X).

1:1 Zusammenhang 1-dimensionaler Verteilungsfunktionen und der entsprechenden Wahrscheinlichkeits-
mafle



KAPITEL 1. ERGANZUNGEN ZUR MASS/WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE 16

Satz 1.32 (Existenz regulirer bedingter Verteilungen von Y unter X) Seien X,Y
Zufallsvariable auf (2, A,P). Dann ezistiert eine regulire bedingte Verteilung K(-,-) von 'Y
unter X. Dieses K(x,-) ist fiir PX-fast alle x € R eindeutig bestimmt. Falls X und Y un-
abhingig sind, ist K(x, B) = PY (B) eine regulire bedingte Verteilung von Y unter X.

In [9] ist die folgende, wesentlich allgemeinere Version dieses Resultats bewiesen (selbe Be-
weisstruktur und Verwendung der Isomorphie von Borel Rdumen und (R, B(R))):

Korollar 1.33 (Existenz reg. bedingter Verteilungen von Y unter X, allgemein)
Sei (M, d) ein separabler, vollstindiger metrischer Raum und (N, N') ein Messraum. Weiters
sei X eine N-wertige, und Y eine M-wertige Zufallsvariable auf (2, A,P). Dann existiert
eine regulire bedingte Verteilung K(-,-) von Y unter X. Dieses K(x,-) ist fir PX-fast al-
le v € N eindeutig bestimmt. Falls X und Y wunabhingig sind, ist K(x,B) = PY(B) eine
requldre bedingte Verteilung von'Y unter X.

Nach mehr oder weniger aufwéndigen Vorbereitungen kénnen wir nun endlich das Disin-
tegrationstheorem formulieren und beweisen - wir formulieren das Resultat fiir das einfache
Setting in Satz 1.32, die Ubertragung auf den allgemeinen Fall ist problemlos.

Satz 1.34 (Disintegrationstheorem) Seien X,Y Zufallsvariable auf (2, A, P) und K(-,-)
eine regulire bedingte Verteilung von Y wunter X. Weiters sei g : R?> — R messbar mit
E(lg(X,Y)|) < oo. Dann folgt:

E(g(X.V)|X)(w) = / (X (), 9) K (X (@), dy) [P] (1.21)
E(g(X,Y)) = // g(z,y) K (z, dy) dP* (z) (1.22)

Beweisskizze: Offensichtlich folgt (1.22) sofort mittels Integration beziiglich P und Change
of Coordinates aus (1.21). Letztere Gleichung folgt, indem man, wie gewohnt, dem Inte-
gralaufbau folgt und mit g = 1g«p startet (Ubungsaufgabe).

Nachdem Satz 1.34 das Hauptziel dieses Abschnitts war, einige ergdnzende Beobachtun-
gen:

(B1) Der elementare Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit ist ein Spezialfall von Gleichung
(1.22): Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Wertebereich {a1, ag,...} und P(X =
a;) > 0 fiir jedes i. Fiir B € B(R) und g(z,y) = 1p(x) erhalten wir aus (1.22)

P(Y € B) = //13 (z, dy) dP~ (z) /Ka: B) dPX (z)

= ZK o, BIP(X = qy :Z]P’(YGB|X:ai)IP’(X:ai).
=1

(B2) Fiir den Fall, dass X und Y unabhéngig sind, liefert (1.22) unter Verwendung von
Change of Coordinates sofort

[ o) = EGY) = [ [ glo) Ko, dy) ¥ (o)
R2 RJR

_ /R /R g9z, y)dPY (y) dPX (),
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also genau den Satz von Fubini (fiir das Produktmaf aus PX und PY).

(B3) Sei G € B(R?) beliebig. Definieren wir den z-Schnitt G von G durch G, := {y € R :
(z,y) € G} € B(R), dann liefert (1.22)

PG = B ) = [ [ 1ol Ko dy aF (o)

_ //1036 K (z, dy) dPX (z) /KmG ) dP* ()

Beispiel 1.35 (Fortsetzung von Beispiel 1.24) Wir bestéitigen die in Bemerkung (B3)
hergeleitete Gleichheit fiir den Fall, dass (X,Y") stetig gleichverteilt am Einheitskreis B(0, 1)
ist. Es wurde schon gezeigt, dass X absolut stetig mit Dichte %\/ 1— 22 1(_1’1)(:17) ist.

Wir berechnen abschlieBend die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass (X,Y") im Kreis B(0,r) mit
Radius 7 € [0, 1] liegt und setzen I% := (—v/72 — 22, /72 — 22) fiir jedes x € (0,1):

POVBO) = [ K@ BO) @) = [ K1) w)
R

—r,r)
I\/r2 — 2 INr2 — 29
:/ —— IP’()—/ T2 21— 22d\=
) 2\/1_352 2\/1—&?277

2

= / V2 — z2d\(x — =

™



Kapitel 2

Analytische Eigenschaften
zweidimensionaler Copulas

Wir betrachten ob des geringeren technischen Aufwands nur zweidimensionale Copulas, stu-
dieren deren analytische Eigenschaften, und beweisen zuerst den Satz von Sklar.

2.1 Definition und alternative Darstellungen

Die einfachstmégliche (implizite) Definition einer zweidimensionalen Copula ist wiefolgt: Sei-
en X und Y auf [0, 1] stetig gleichverteilte Zufallsvariable. Dann heifit die Verteilungsfunktion
von (X,Y) eingeschrinkt auf [0, 1]? eine Copula. Setzen wir fiir (z,y) € [0,1]?

A(z,y) =PEY)([0,2] x [0,y]) =P(X <2,Y <y)
dann hat A : [0,1]? — [0, 1] unter anderem folgende Eigenschaften:

e Fiir alle z,y € [0,1] gilt A(z,1) =z, A(l,y) =y, A(z,0) = 0 = A(0,y).
Beweis: Die erste Gleichheit folgt sofort aus

A(z,1) =P X <z,Y <1)=P(X <xz) ==,
die anderen Gleichheiten lassen sich analog herleiten.
e Fir0 <z <22 <1lund 0 <9y <y <1 gilt
Az, y2) — Alz1,y2) — A2, 1) + Az, 1) = PO (21, 29) x (y1,92))
= PEY)([zg, 2] x [y1,32]) > 0.

A ist also 2-monoton auf [0,1]? wie Sie es von allgemeinen zweidimensionalen Vertei-
lungsfunktionen aus der VO Statistik kennen.

Die zwei soeben erwidhnten Eigenschaften liefern die in der Literatur iibliche Definition zwei-
dimensionaler Copulas:

Definition 2.1 Eine Copula ist eine Funktion A : [0,1]?> — [0,1] mit den folgenden Eigen-
schaften:

18
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1. Yz € [0,1] : A(z,1) = A(1,2) =z, A(z,0) = A(0,z) = 0.
2. Fir0<z <z <1l und 0 <y <y <1 gilt

A(z2,y2) — A(w1,y2) — Az2,91) + A21,91) = 0. (2.1)
C bezeichnet im Folgenden die Familie aller zweidimensionalen Copulas.

Bemerkung 2.2 Obwohl Copulas nur auf [0, 1]? definiert sind, kénnen Sie mit eindeutigen
zweidimensionalen Verteilungsfunktionen H 4 identifiziert, bzw. zu zweidimensionalen Vertei-
lungsfunktionen fortgesetzt werden. Wie funktioniert diese Fortsetzung?

Beispiel 2.3 Die folgenden Funktionen sind Copulas (direktes Nachrechnen):
M(z,y) = min{z,y}, (z,y)=zy, W(z,y)=max{z+y— 1,0}

Lemma 2.4 Sei A € C beliebig, dann gilt:

1. A ist monoton nicht-fallend in jeder Koordinate.

2. Fiir x1,x2,y1,y2 € [0,1] gilt

|A(22,y2) — A(z1,91)| < |22 — 21] + [y2 — w1 - (2.2)
Jede Copula ist also (Lipschitz-) stetig.

Beweis: Einfache Ubungsaufgabe.

Definition 2.5 Ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ u auf ([0,1]2, B([0,1]?)) heifit doppelt stochas-
tisch, genau dann, wenn seine eindimensionalen Randverteilungen mit A zusammenfallen,
i.e. wenn fir jedes E € B([0,1]) die Gleichheit

u(B % [0,1]) = A(E) = u([0,1] x E) (2.3)
gilt. Pc bezeichnet im Folgenden die Menge aller doppelt stochastischen Mafe.

Offensichtlich entspricht jeder Copula A genau ein doppelt stochastisches Mafl 14 und um-
gekehrt - es gilt folgender Satz:

Lemma 2.6 Fiir jede Copula A € C ist das durch pa([0,x] x [0,y]) = A(z,y) auf B([0,1]?)
definierte Wahrscheinlichkeitsmaf' doppelt stochastisch. Umgekehrt ist fiir jedes doppelt sto-
chastische Maf 1 € Pc die durch A(z,y) = p([0,2] x [0,9]) auf [0,1)? definierte Funktion
eine Copula.

Beweis: Sei A € C beliebig, p4 fiir z,y € [0, 1] definiert durch p4([0, ] x[0,y]) = A(z,y) und
in gewohnter Manier (eindeutig!) fortgesetzt auf ganz B([0, 1]?). Das Wahrscheinlichkeitsmaf
v1 : B([0,1]) — [0,1] (a.k.a. erste Randverteilung von p4), definiert durch

vi(E) = pa(E x [0,1])

erfiillt v1 ([0, z]) = pa([0,2] x [0,1]) = A(z,1) = z fiir jedes = € [0, 1], woraus sofort v; = A
folgt. Die zweite Aussage des Satzes ist einfach nachzurechnen. B

fdie Eindeutigkeit der Fortsetzung ist klar aus dem bijektiven Zusammenhang zweidimensionaler Vertei-
lungsfunktionen und zweidimensionalen Wahrscheinlichkeitsmafien auf B(R?)
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Bemerkung 2.7 In der Folge bezeichnet 4 das zur Copula A € C gehorige doppelt sto-
chastische Mafl und A, € C die zum doppelt stochastischen Mafl u € Pc gehorige Copula.

Copulas lassen sich weiters identifizieren mit speziellen Markov Kernen von ([0, 1], B([0, 1]))
nach ([0, 1], B([0,1])) (siehe [18]):

Lemma 2.8 Sei A eine beliebige zweidimensionale Copula. Dann existiert ein Markov Kern
K(7 ) von ([07 1]7 B([Ov 1])) nach ([07 1]7 B([()? 1])) mat

pa(E x F) = /E K(z,F)d\(z) (2.4)

fir alle E, F € B([0,1]). Dieser Kern ist fir \-fast jedes x € [0,1] eindeutig bestimmt (wir
nennen ein solches K (-,-) im Folgenden kurz 'Markov Kern von A’).

Erfillt umgekehrt ein Markov Kern K (-,-) von ([0, 1], B([0,1])) nach (]0, 1], B([0, 1]))
K(z, F)d\(z) = \(F) (2.5)
[0,1]
fir jedes F € B([0,1)), dann ist K(-,-) Markov Kern der Copula A € C, definiert durch
Az, y) = . ]K(t, [0, y[)dA(?) (2.6)
fir z,y € [0,1].

Beweis: Seien X, Y (U(0, 1)-verteilte) Zufallsvariable mit (X,Y) ~ Af. Direkte Anwendung
von Satz 1.32 und dem Disintegrationstheorem mit g := 1« liefert die ersten beiden Aus-
sagen. Die verbleibende dritte Aussage ist eine einfache Rechenaufgabe, es miissen nur die in
Definition 2.1 angegebenen Eigenschaften nachgerechnet werden. B

Ein vierter alternativer Zugang zu Copulas ist mittels sog. Markov Operatoren und geht
zuriick auf [2]: Ein linearer operator T auf L'([0, 1], B([0,1]), A) heiBt Markov Operator (im
engeren Sinne), falls er die folgenden drei Eigenschaften erfiillt (alles im L!-Sinne zu inter-
pretieren):

1. T ist positive, i.e. T'(g) > 0 falls g > 0
2. T(jpq)) = Lpo,
3. f[071] (Tg)(a:)d)\(x) = f[(),l] g(:c)d)\(a;)

Die Menge aller Markov Operatoren auf L!([0,1],5([0,1]),)\) wird im Folgenden mit M
bezeichnet. Markov Operatoren haben offensichtlich Operatornorm 1 (einfache Ubungsauf-
gabe).

Lemma 2.9 Sei A € C beliebig, dann ist T, definiert durch (Aga(z,t) := %(m,t))

d

(Tag)(@) = —— o

fie. (X,Y) hat Verteilungsfunktion A

A, £)g()dA(?) (2.7)
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fiir jedes g € L'([0,1]) ein Markov Operator, i.e. Ta € M.
Umgekehrt ist fiir jeden Markov Operator T € M die Abbildung Ar, definiert durch

Ap(z,y) = /[0 (o)) (2.8)

fir alle x,y € [0,1] eine Copula.

Beweis: Ubungsaufgabe

Gleichung (2.7) lésst sich mittels bedingter Erwartungen und Markov Kernen vereinfachen
zu (siehe [18])
(La9)@) =ElgoYIX =)= [ | g(s)Kaady). (29)
0,1
Der Markov Operator beschreibt also nichts anderes als den bedingten Erwartungswert von
goY gegeben X = x, wobei (X,Y) ~ A.

Beispiel 2.10 Die Wahrscheinlichkeitsdichte f sei gegeben durch

flz,y) = (14001 —22)(1 — 2y)) 19 132(z, y)

mit 6 € [—1,1]. Dann ist das zu f gehorige Wahrscheinlichkeitsma$l @ doppelt stochastisch:
Offensichtlich gilt fiir jedes E € B([0,1])

p(0.0xE) = [ fagdaey = [ [ fepa@e = [ 1) =ME)
[0,1]xE EJ0,1] E

und wegen der Symmetrie der Dichte daher auch A(E) = u([0,1] x E) = u(E x [0,1]). AeC

bezeichne die entsprechende Copula. Beachten Sie: Fiir 6 = 0 gilt A = II.

Wir berechnen den Markov Kern K 4(-,-) und den Markov Operator T4 und erhalten

Ka(@,[0,y]) = Fla, )dA(s) = y + 0(1 — 22) / (1 25)dA(s)
[0,y] [0,y]

= y+60(1—22)(y—v?)

und

o)) = [ gwKawdy) = [ o) fen)dr)
[0,1] [0,1]
Beispiel 2.11 Eine messbare Abbildung A : [0,1] — [0, 1] heifit A-treu (oder A-erhaltend)
genau dann, wenn \" = X gilt. Fiir X ~ U(0, 1) setzen wir Y = ho X. Dann folgt Y ~ (0, 1),
die (auf [0,1]? betrachtete) Verteilungsfunktion A; von (X,Y) ist daher eine Copula (die
wir spater als ’vollstéindig abhéngig’ bezeichnen werden). Markov Kern K4, und Markov
Operator T4, sind in diesem Fall besonders einfach - es gilt

Ka, (2, F) = 1p(h(z)) = ) (F)

und

Tag)@) = [ oK, () = g0 hie)
0,1

Copulas der Form Aj, mogen auf den ersten Blick viel zu speziell/zu exotisch und daher

nutzlos erscheinen - wir im Laufe der LV sehen, dass dieser erste Eindruck ganz und gar

falsch ist.
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2.2 Der Satz von Sklar

Das wohl wichtigste und bekannteste Resultat im Zusammenhang mit Copulas ist der Satz
von Sklar, der insbesondere besagt, dass Copulas der ’Link’ zwischen zweidimensionalen
Verteilungsfunktionen und deren Randverteilungen sind.

Satz 2.12 (Satz von Sklar) Gelte (X,Y) ~ H, sowie X ~ F und Y ~ G. Dann existiert
eine Copula A € C sodass fiir alle x,y € R die folgende Gleichheit gilt:

H(z,y) :A(F(m),G(y)). (2.10)

Falls F und G stetig sind, ist die Copula A eindeutig bestimmt! .
Umgekehrt ist fir jede Copula A € C und eindimensionale Verteilungsfunktionen F,G die
Funktion H(z,y) = A(F(z),G(y)) eine zweidimensionale Verteilungsfunktion.

Es gibt mittlerweile zahlreiche verschiedene Beweise dieses Resultats (siehe [5]). Wir konzen-
trieren uns im Folgenden auf den Standardbeweis (fiir einen Spezialfall) und einen (etwas
eleganteren) Beweis basierend auf der verallgemeinerten PIT.

Standardbeweis (Spezialfall): Die dritte Aussage des Satzes kann direkt nachgerechnet
werden, die Hauptaussage des Satzes ist der erste Teil.

Wir beweisen die Aussage nur fiir den Fall, dass F' und G stetig sind, und damit offensichtlich
(0,1) € Range(F), Range(G) gilt. Im folgenden bezeichnet F~ die (schon aus der Statistik
VO bekannte) Quasiinverse von F. Fiir u,v € (0,1) definieren wir A durch

A(u,v) :== H(F~ (u), G~ (v)), (2.11)

und setzen A mittels A(z,1) = A(1,z) = z, A(x,0) = A(0,z) = 0 fir jedes z € [0, 1] auf
ganz [0, 1]? fort. Es bleibt zu zeigen, dass A eine Copula ist und dass Gleichung (2.10) erfiillt
ist. Fir 0 < z; <29 < 1lund 0 < y; < yo < 1 folgt aus der Monotonie der Quasiinversen
sofort F~(z1) < F~(x2) und G~ (y1) < G~ (y2), und wir erhalten unter Verwendung der
2-Monotonie zweidimensionaler Verteilungsfunktionen

m = A(r2,y2) — A(w1,y2) — A(w2,y1) + A(21,91)
= H(F (22),G" (y2)) — H(F (21),G" (y2)) — H(F ™ (22),G" (1)) + H(F~(21),G™ (y1))
> 0.

Fiir den Fall, dass mindestens eine Seite des Rechtecks [x1, z2] X [y1, y2] am Rand von [0, 1]
liegt, kann analog vorgegangen werden (selbst durchdenken!).

Um Gleichung (2.10) zu zeigen betrachten wir zuerst Punkte x, y von der Form x = F~(u),y =
F~(v) fir u,v € (0,1). In diesem Fall gilt

A(F(z),G(y)) = H(F (F(2)),G (G(y)) =H(F oFoF (u),G" oGoG (v))
= H(F_(’U,),G_(’U)) :H(l‘,y)
Fiir den Fall F(z) = 0 ist die Aussage offensichtlich erfiillt da dann H(z,y) = 0 gilt. Fiir

F(z) € (0,1) und x ¢ F~((0,1)) setzen wir z := F~(F(z)) und erhalten F(z) = F(z) sowie
H(x,y) = H(z,y). Analoge Argumentation fiir y ¢ G~ ((0,1)) beendet den Beweis. B

"Wir nennen A dann die (X,Y) (bzw. die H) zugrundeliegende Copula
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Frage 2.13 Wo im Beweis geht die Stetigkeit von F' und G iiberhaupt ein? Haben wir doch
schon den allgemeinen Fall bewiesen?

Vorbereitend auf den angekiindigten, eleganten Beweis betrachten wir die folgende Verallge-
meinerung der PIT: Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F' (nicht notwendi-
gerweise stetig). Dann heifit die Funktion ® : R x [0, 1] — [0, 1], definiert durch

O(z,r) = Fla—) + r(F(z) — F(a—)) = P(X < z) + rP(X = z)

die modifizierte Verteilungsfunktion von F. Offensichtlich gilt ®(x,r) € [F(z—), F(x)] fiir
jedes x € R. Fiir stetiges F' folgt ®(x,r) = F(z) fiir jedes r € [0,1] und = € R. Aus der VO
Statistik ist bekannt, dass fiir stetiges F' die Zufallsvariable F' o X (PIT) stetig gleichverteilt
auf [0, 1] ist. Letztere Aussage gilt auch fiir die verallgemeinerte PIT, die wie folgt definiert
ist.

Definition 2.14 Fir X ~ F, R~ U(0,1) und X, R unabhdingig heifit die Zufallsvariable U,
definiert durch
U:=d(X,R)=F(X-)+R(F(X) - F(X-)), (2.12)

die verallgemeinerte PIT von X.

Lemma 2.15 Unter den Voraussetzungen von Definition 2.14 ist U stetig gleichverteilt auf
[0,1] und es gilt F~(U) = X [P].

Beweis: Sei a € (0, 1) beliebig, aber fix; ¢, bezeichne das a-Quantil von F, i.e.
go = F (o) =min{z e R: F(z) > a} =sup{z €e R: F(z) < a}

Wir unterscheiden zwei Fille: (1) Angenommen, P(X = ¢,) > 0. Dann gilt offensichtlich
®p(x,r) < a dann und nur dann, wenn

a—F(qa—)>.

(z,7) € (=00,qa) x [0,1] U{ga} x {0’ P(X =qa)

Fiir U erhalten wir damit unter Verwendung der Unabhéngigkeit von X und R sofort

PU<a) = P(X<qaREe [0,1])+P(X:qa,R< W)
a—F(ga—) _

= F(qoé_)—l_P(X:CJOz) P(qua) -

(2) Fiir den Fall, dass P(X = ¢,) = 0 gilt (g, also Stetigkeitsstelle von F ist), ist Pp(z,r) < «
offensichtlich dquivalent zu x < g, und wir erhalten

PU <a)=P(X <qa) =P(X < qu) = F(qa) = F(F () = .

In beiden Féllen haben wir also P(U < «) = «a fiir jedes a € (0, 1) gezeigt, P(U € [0, 1]) ist klar
aus der Konstruktion. Nachdem die Stetigkeitsstellen der Verteilungsfunktion G von U dicht
in [0, 1] liegen, und fiir jede Stetigkeitsstelle & von G die Gleichheit G(a) = P(U < o) = «
gilt, folgt die gewiinschte Eigenschaft U ~ (0, 1) unmittelbar.
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Der noch ausstehende Beweis der Gleichheit F~(U) = X [P] ist eine Ubungsaufgabe. B

Beweis des Satzes von Sklar, allgemeiner Fall: Seien (X,Y) und R ~ U(0, 1) unabéngig.
Setzen wir U = ®(X,R) und V = ®(Y, R), dann impliziert Lemma 2.15 U,V ~ U(0,1)
und X = F~(U),Y = G~ (V)[P]. Insbesondere ist die Verteilungsfunktion A von (U, V)
(eingeschrinkt auf [0, 1]?) eine Copula. Fiir ,y € R erhalten wir insgesamt

H(z,y) = P(X<2,Y<y)=PF oU<Luz,G oV <y)
PU < F(z),V < G(y)) = A(F(x),G(y)),

womit der Beweis komplett ist. l

Bemerkung 2.16 Beachten Sie, dass fiir unstetige Verteilungsfunktionen F, G mehrere Co-
pulas A gefunden werden kénnen, fiir die H = A o (F, Q) gilt, konkrete Beispiele werden in
den Ubungen diskutiert.

Bemerkung 2.17 Hauptaussage des Satzes von Sklar ist, dass eine Faktorisierung in Co-
pula und Randverteilungen moglich ist und dass selbige im Fall stetiger Randverteilungen
eindeutig ist. Als Konsequenz daraus kénnen zweidimensionale Verteilungen alternativ auch
anhand von Copulas und zweier eindimensionaler Verteilungsfunktionen studiert werden.

Aufgrund der im vorigen Abschnitt erwéhnten alternativen Charakterisierung von Copulas
als spezielle Markov Kerne ist das folgende Resultat wenig tiberraschend:

Satz 2.18 (Satz von Sklar fiir Markov Kerne) (X,Y) habe Verteilungsfunktion H, ste-
tige Randverteilungen F und G, und Copula A € C. Weiters sei K4(-,-) ein Markov Kern
von A mit K a(x,{0,1}) =0 fiir jedes = € [0,1]T. Dann ist Kg(-,-), definiert durch

K (z,(—00,y]) = Ka(F(2),[0,G(y)])
eine requlire bedingte Verteilung von (X,Y).

Beweis: Ubungsaufgabe

TExistiert ein solcher Kern immer?
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2.3 Metriken auf C

Ublicherweise wird auf C (ausgehend von der Interpretation als Familie spezieller zweidimen-
sionaler Verteilungsfunktionen) die schwache Konvergenz, also die punktweise Konvergenz in
Stetigkeitsstellen der Zielfunktion betrachtet. Aufgrund der Lipschitzstetigkeit von Copulas
entspricht dies der punktweisen Konvergenz auf ganz [0, 1]2, und, wie in den Ubungen gezeigt,
der gleichmiiligen Konvergenz auf [0, 1]2. Definieren wir die Metrik do, auf C durch

doo(A, B) = max{|A(z,y) — B(z,y)| : z,y € [0,1]},
dann gilt also folgendes Resultat:
Satz 2.19 Fiir A, Ay, Ao, ... € C sind die folgenden zwei Aussagen dquivalent:
1. (Ap)nen konvergiert schwach gegen A.
2. limy 00 doo (A, A) = 0.
Den folgenden Begriff haben wir schon in Beispiel 2.11 kennengelernt:

Definition 2.20 FEine Copula A heifst vollstindig abhingig genau dann, wenn eine A-treue
Transformation h : [0,1] — [0,1] existiert, sodass pa(I'(h)) = 1 gilt. Die Menge aller
vollstindig abhdngigen Copulas bezeichnen wir im Folgenden mit Cq.

Lemma 2.21 A € C ist genau dann vollstindig abhingig, wenn eine A\-treue Transformation
h:[0,1] — [0,1] ezistiert, sodass K (x,E) = 1g(h(z)) ein Markov Kern von A ist.

Beweis: Ubungsaufgabe

Wir werden in der Folge beweisen, dass die Menge aller vollstdndig abhingigen Copulas
dicht in (C,d) ist. Direkte Konsequenz daraus ist, dass sich die Metrik do, nicht dafiir
eignet, Abhéngigkeit zu quantifizieren - die gerade erwidhnte Dichtheit impliziert ndmlich
insbesondere, dass es eine Folge (A, )nen vollstindig abhingiger Copulas gibt, die beziiglich
doo gegen die Produktcopula IT (Unabhéngigkeit!) konvergiert. Fiir den Beweis verwenden
wir A-treue Transformationen von sehr einfacher Struktur:

Definition 2.22 (Gerader Shuffle) Eine A-treue Transformation h : [0,1] — [0,1] heifit
ein (klassischer) gerader Shuffle genau dann, wennn € N und 0 = sp < s1 < ... < sp-1 <
sn = 1 existieren, sodass h auf jedem Intervall (s;—1,s;) linear mit Steigung 1 und auf
Ui, (si—1, si) ingektiv ist. Die zu einem geraden Shuffle h gehirige Copula Aj heifst (ge-
rader) Shuffle von M. Die Menge aller geraden Shuffles wird in der Folge mit ST bezeichnet.

Lemma 2.23 h ist ein (klassischer) gerader Shuffle genau dann wenn n € N und 0 = 5o <
§51<...<8p1 <8, =1,0=ty <t1 <...<tp_1 <ty =1 und eine Permutation o € 3,
existieren, sodass fir jedes i € {1,...,n} die folgenden beiden Eigenschaften erfillt sind:

® to(i) — lo(i)—1 = Si — Si—1
o Fliir jedes x € (s;—1,5;) gilt h(x) = to)—1 + ( — si-1)

Beweis: Ubungsaufgabe
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Abbildung 2.1: Beispiele gerader Shuffles, n = 4,9, 16.

Beispiel 2.24 Abbildung 2.3 zeigt drei Beispiele gerader Shuffles.

Satz 2.25 ([12], 1992) S* ist dicht in (C,ds).
Beweis: Sei C' € C fest und € > 0. Wir beweisen die Existenz eines geraden Shuffles Ay von

M mit doo(C, Ap) < € und wihlen dazu N € N so, dass % < ¢ gilt. Lemma 2.4 impliziert,
dass fiir jede(!) Copula A € C und =g, z1, y0,y1 € [0, 1]

2
Z <
NS

DO | ™

|A(x0,y0) — A(z1,91)| <

folgt, falls

1
|z — x1] < N und |yo — y1| < N
gilt.
Fiir jedes i € {1,.

V; bzw. H; durch

.., N} definieren wir die (kompakten) vertikalen und horizontalen Streifen

w:[i—l Z:|

~— | x (0,1, Hi:[O,l}x[i_l Z]

NN
und setzen R; ; = V; N H; = [%,ﬁ} X [%,%} fir alle 4,5 € {1,..., N}. Nachdem jede
Copula A die Gleichheit pa(0R; ;) = 0 erfiillt (warum?), folgt sofort, dass die Matrix M =
(mm)i,je{l“_,,]\,}, definiert durch
mij = pc(Rij)

folgende Eigenschaft hat: NM = (Nm; ;); jef1,...n} ist doppelt stochastisch.

Die Grundidee fiir den Beweis besteht nun darin, alle vertikalen und horizontalen Streifen
gemiB (m;j); jeq1,.., N} geschickt weiter zu unterteilen: Wegen Zivzl mip = % =NV =
Ao (H;) fiir jedes i € {1,..., N} kann der Streifen V; unterteilt werden in N Streifen V}* der
Breite m; j, und der Streifen H; in N Streifen H Jk der Hohe my, ; (kein Indexfehler, essentiell
fiir den Beweis, eine Skizze hilft). Es folgt direkt aus der Konstruktion, dass Vij N H; ein

(kompaktes) Quadrat der Seitenlédnge m; ; ist. Falls Vij nichtleeres Inneres hat, definieren
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wir die Transformation h auf dem Inneren von Vij so, dass der Graph von h genau mit der
Diagonale von V7 N HJ’ iibereinstimmt. Setzen wir weiters h(z) = 0 fiir jeden Eckpunkt x

eines der Intervalle V;j , dann ist h offensichtlich ein gerader Shuffle. Bezeichnen wir mit Ay,
den von h induzierten Shuffle von M, dann erfiillt Aj, daher (warum kann in R;; nicht mehr
Masse liegen?) ' '

pa, (Rij) = pa, (V] NH;) = MVY) = MH;) = mq

fiir alle 4,j € {1,... N}. Als direkte Konsequenz daraus stimmen C und A, auf dem Gitter

{0,%,%,...,%,1}2 C [0,1]2

iiberein. Da wir fiir jeden Punkt (z,y) € [0, 1)? Indices i, j € {1,..., N} finden kénnen, sodass
|z — %] < % und |y — 4| < + gilt, folgt insgesamt

C(z,y) — Ap(z,y)] < [Cla,y) — C(5, ) +10E, &) — An(F. &)l

+1An(E. &) — Anlz,y)|
< z+0+3 i<
N N N —

und der Beweis ist komplett. B

Bemerkung 2.26 Wir nennen eine Copula C symmetrisch genau dann, wenn die Copula
C', definiert durch C'(x,y) := C(y, z) ident zu C ist. Beachten Sie, dass fiir symmetrisches C
die im Beweis verwendet Matrix (miJ)zj‘Yj:l und damit auch der Shuffle 4;, symmetrisch ist.
Der elegante Beweis liefert daher auch ohne weiteren Aufwand sofort die Dichtheit der Familie
aller symmetrischen (geraden) Shuffles in der Menge Cgymm aller symmetrischen Copulas.

Um Metriken zu konstruieren, die in der Lage sind, vollstdndige Abhéngkeit und Un-
abhéngigkeit klar zu trennen, kann wie folgt vorgegangen werden (alternative Konstruktionen
sind in [5, 18] skizziert): Fiir jedes p € [1,00) definieren wir D, durch

DpAB) = [ [ (Ka@[0.0) - Kal@ DDA dNw. (213
[0,1] J[0,1]
fiir p = oo setzen wir

Dy (A,B) = Sup/ }KA Oy])—KB(:E,[O,y])}d)\(:U). (2.14)
y€[0,1] /[0,1]

Das folgende Resultat fasst die wichtigsten Eigenschaften der Metriken D, zusammen:

Satz 2.27 Fir jedes p € [1,00] ist D, eine Metrik auf C. Die resultierenden metrischen
Réume (C, D) sind vollstindig und separabel. Weiters gilt

DE(A, B)
do(A, B)

Di(A, B) < D,(A, B) (2.15)

<
< Du(A,B) <2\/Di(4, B) (2.16)

fiir alle A, B € C.
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Beweis: Die behaupteten Eigenschaften sind fiir den Fall p = 1 in [18] bewiesen. Ungleichung
2.15 ist eine direkte Konsequenz der Holderschen Ungleichung, Ungleichung 2.15 ist ebenfalls
in [18] enthalten. Mit Hilfe der Ungleichungen folgen die behaupteten Eigenschaften des
metrischen Raums (C, D,) direkt aus den entsprechenden Eigenschaften von (C, D;). Der
handliche Spezialfall p = 2 wird in den Ubungen ausfiihrlich behandelt. Il

Satz 2.28 Fir jedes p € [1,00) gilt folgende Aussage: Dy(A,II) ist mazimal genau dann
wenn A € Cyq.

Beweis: Mittels leichter Modifikation des Beweises fiir den Fall p = 1 in [18]. Wir beweisen
den elegant beweisbaren Spezialfall p = 2:

Sei A € C und y € [0,1]. Wir definieren die Zufallsvariable Z, auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum ([0, 1], B([0, 1], A) — [0, 1] durch

Zy(x) = Ka(z,[0,y))

und erhalten

E(Zy) = - Ka(z,[0,y])dA(2) = pa([0,1] x [0,]) = y.

Wegen

[, a0 0@ = V(Z) = B(Z) ~ (B(Z,)* = B(Z) ~y*
< E(Zy) -y =y -y’ (2.17)

ergibt sich D3(A,1I) < f[oﬂ(y —y2)d\(y) = %.

Nachdem Ungleichung (2.17) genau dann zur Gleichung wird, wenn IE(Z;) =[E(Z,) gilt, folgt
sofort, dass D3(A,II) = ¢ genau dann gilt, wenn ZS(CC) = Zy(z) fir M-fast alle z € [0, 1].
Letzteres ist offensichtlich &dquivalent zur Existenz einer Menge A, € B([0, 1]) mit A(A,) =1,
sodass Z,(xz) = Ka(x,[0,y]) € {0,1} fiir jedes x € A,,.

Gelte nun D3(A,II) = 1/6. Wiederholung des vorhergehenden Arguments liefert eine Menge
A € B([0,1]) mit A(A) = 1 sodass FA(y) = Ka(z,[0,y]) € {0,1} fiir jedes x € A und jedes
y € QN [0,1]. Unter Verwendung der Rechtsstetigkeit von Verteilungsfunktionen erhalten
wir sofort, dass A-fast jede bedingte Verteilungsfunktion Ff nur {0, 1}-wertig, und damit die
Copula A vollstindig abhingig ist. Nachdem andererseits die Gleichheit D3(Ay,I1) = é fiir
jedes h € T leicht nachgerechnet werden kann (sieche Ubungen), ist der Beweis komplett. l



Kapitel 3

Konkordanzmaifle

Hauptziel dieses kurzen Abschnitts ist, die zwei wichtigsten Konkordanzmafle - Kendall’s 7
und Spearman’s p - einzufithren und deren wichtigste Figenschaften zu studieren. Wir starten
mit Konkordanz von Punkten und erweitern dann auf Zufallsvariable.

Sei (X,Y) ein Zufallsvektor mit stetiger Verteilungsfunktion H und (z1,y1), (z2,y2) eine
Stichprobe von (X,Y’). Wir nennen (x1,y1), (22, y2) konkordant genau dann, wenn entweder
x1 < zo und y; < yo oder 1 > xo und y; > yo gilt. Die Punkte (x1,y1), (x2,y2) heiflen
diskordant genau dann wenn entweder x; < xo und y; > y2 oder x1 > a2 und y; < yo gilt.
Mit anderen Worten: (x1,y1), (22, y2) ist konkordant genau dann, wenn (z2 —z1)(y2—y1) > 0
und diskordant wenn (x2 — z1)(y2 — y1) < 0.

Bemerkung 3.1 Beachten Sie, dass wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von H das Paar
(z1,v1), (z2,y2) mit Wahrscheinlichkeit 1 entweder konkordant oder diskordant ist.

Intuitiv beschreibt Konkordanz also gemeinsames Wachsen, nicht notwendigerweise auf li-
neare Art und Weise (wie es die klassische Pearson Korrelation tut). Die Ubertragung des
Konzepts von Paaren von Stichproben auf die Verteilung von (X,Y) ist wenig iiberraschend:

Definition 3.2 (Kendall 7) Sei (X1,Y1), (X2,Y2) eine Zufallsstichprobe des Zufallsvektors
(X,Y) ~ H mit H stetig. Dann ist Kendall’s T von (X,Y) definiert als die Wahrscheinlich-
keit von Konkordanz minus die Wahrscheinlichkeit von Diskordanz, i.e.

XY = P((XQ — Xl)(YQ — Yl) > 0) — ]P)((XQ — Xl)(YQ — }/1) < 0) (31)

Kendall’s 7 héngt nur von der zugrundeliegenden Copula ab (wenig tiberraschend in Anbe-
tracht der Tatsache, dass Konkordanz per definitionem skaleninvariant ist) - wir folgen [14]
und zeigen ein etwas allgemeineres Resultat, das in der Folge eine wichtige Rolle spielen wird
und zudem einige niitzliche Nebenprodukte liefert.

Lemma 3.3 Gelte (X1,Y1) ~ Hy, (X2,Y2) ~ Ho, X1, Xo ~ F sowie Y1,Ys ~ G mit stetigen
eindimensionalen Verteilungsfunktionen F,G. Weiters bezeichnen A1 und Ay die zu Hy und
Hy gehorigen Copulas, und (X1,Y1) und (Xo,Y2) seien unabhdngig. Setzen wir

Q:=P((X2 — X1)(Y2 = Y1) > 0) = P((X2 — X1)(Y2 — V1) <0),

dann folgt
Q = 4/ Agd,uAl —1= 4/ Ald,uA2 -1 (32)
[0,1]2 [0,1]2

29
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Beweis: Aus der Stetigkeit von F' und G folgt sofort P((X2 — X1)(Y2 — Y1) = 0) =0, also
P((X2 — X1)(Ya — Y1) > 0) = 1 — B((Xz — X1)(¥ — Y1) < 0)

und damit
Q = 2P((Xo — X1)(Ya = Y1) > 0) — 1.

(i) Wir vereinfachen zuerst den Ausdruck P(X; > X5,Y] > Y3) und gehen wiefolgt vor: Die
allgemeine Version des Disintegrationstheorems (Satz 1.34) in Kombination mit den Satz von
Sklar liefert aufgrund der vorausgesetzten Unabhéngigkeit von (X1,Y2) und (X2, Y2) sofort
(warum genau?)

]P)(Xl > Xo,Y1 > 1/2) = ]P)(Xg < X1,Ye < 3/1) = ]P)(Xg <X, < 1/1)
- / (X, < 21, Y < y1) dPCOY (2, )
R

- /Rz Az(F(21),G(y1)) dP(Xl’Yl)(be Y1)

Definieren wir ¥ : R? — [0, 1]? durch ¥(x,y) = (F(x),G(y)), dann folgt fiir das Bildmaf
von P(X1Y1) unter W sofort

(]P)(Xl,Yl)> v — pPo(X1,Y1) _ p(FoX1,GoYi)

= HA;-
Change of Coordinates liefert insgesamt
P(X1> X2, Y1 >Ya) = [ Ag(¥(wr,n)) dPY (@1, 1)
RQ
v
= / Ag(u,v) d(]P’(Xl’Yl)) (u,v) = / Aodpig, .
[0,1]2 [0,1]2

(ii) Der Ausdruck P(X; < X»2,Y7 < Y2) kann analog (abermals unter Verwendung der Funk-
tion W) vereinfacht werden:

P(X; < Xp,Y1<Y2) = P(X2> X1, Y2a>Y) = / P(Xa > x1,Ys > y1) APV (2 yp)
RQ

B /Rz 1— F(z1) — G(y1) + As(F(21), G(y1)) AP (21, 1)

— / 1 —u—v+ As(u,v)dpa, (u,v)
(0,12

1 1

= 1-=-—-+ / Agdpg, = Agdpia,
2 2 [071]2 [071]2

Insgesamt erhalten wir daher wie gewiinscht
QIZ]P)((XQ*Xl)(}/Q*YVl)>O)*1:4 : ]2A2d/1141*1.
0,1

Hétten wir anstatt auf (X1, Y1) auf (Xo, Y2) bedingt, wire 4f[0 12 A1dpa, — 1 das Ergebnis
gewesen. Damit ist der Beweis komplett. B

Bevor wir die Konsequenz von Lemma 3.3 fiir Kendall’s 7 zusammenfassen, formulieren
wir das folgende wichtige Nebenprodukt des vorangehenden Beweises:
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Folgerung 3.4 Fiir beliebige Copulas A, B € C gilt die Gleichheit.

Adpp = / Bdpia
[0,1]2 [0,1]2

Satz 3.5 Sei (X,Y) ein Zufallsvektor mit stetiger Verteilungsfunktion H und Copula A.
Dann kann Kendall’s T (unter alleiniger Verwendung von A) berechnet werden durch

Xy =4 Adpa —1 (3.3)
[0,1)2

Statt Txy schreiben wir in der Folge oft auch einfach T(A) (wenn A die (X,Y) zugrunde
liegende Copula ist).

Definition 3.6 Eine Abbildung k, die jedem Paar (X,Y) stetiger Zufallsvariable’ eine reelle
Zahl kxy zuweist heif$t Konkordanzmafl genau dann, wenn sie die folgenden sechs Bedin-
gungen erfiillt:

1. kxy € [-1,1], kxx =1, kx_x = —L.

2. KXy = Ky, X -

3. Falls X undY unabhingig sind folgt kxy = 0.

4. KoX)yYy = KX,—y = —KX)Y-

5. Falls die Copulas Ay und As von (X1,Y1) und (Xo,Ys) die Ungleichung A1 < Ag

(punktweise) erfillen, dann folgt auch kx,y, < Kx,.vs-

6. Seien (X,Y), (X1, Y1),(X2,Y2),... Paare stetiger Zufallsvariable mit Copulas A, Ay, Aa, . . ..

Dann folgt aus limy, o0 doo(Ap, A) = 0 auch lim, o Kx, v, = KX,y -
Satz 3.7 Kendall’s T ist ein Konkordanzmayfs.

Beweis: Ubungsaufgabe

Sei A € C beliebig. Fiir jedes t € [0, 1] definieren wir den (unteren) ¢-Schnitt [A]* von A
durch
[A" = {(z,y) € [0,1]* : Az, y) < t}. (3-4)

Dann ist [A]? fiir jedes t € [0, 1] eine nichtleere, kompakte Teilmenge von [0, 1]2.
Definition 3.8 (Kendall distribution function) Fir A € C heifit die durch
FR(t) = pa((A]") (35)

auf [0,1] definierte, [0, 1]-wertige Funktion die Kendall Verteilungsfunktion der Copula A.

"Wir nennen eine Zufallsvariable (der Literatur folgend) stetig, wenn ihre Verteilungsfunktion stetig ist.
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Satz 3.9 Fiir jede Copula A gilt der folgende Zusammenhang zwischen Kendall’s 7 und der
Kendall Verteilungsfunktion FI’? :

H(A)=3-4 /[0 oo (3.6)

Ein alternative Quantifizierung von Konkordanz ist Spearman’s p (a.k.a. Spearman rank
correlation):

Definition 3.10 (Spearman’s p) Sei (X1,Y1), (X2,Y2), (X3,Y3) eine Zufallsstichprobe des
Zufallsvektors (X,Y) ~ H mit stetigem H. Dann ist Spearman’s p von (X,Y') definiert durch

pxy =3(P((X2 — X1)(Y3 — Y1) > 0) — P((X2 — X1)(Y3 — Y1) < 0)). (3.7)
Wegen der Unabhéngigkeit von Xo und Y3 liefert Lemma 3.3 sofort das folgende Resultat:
Satz 3.11 Sei (X,Y) ein Zufallsvektor mit stetiger Verteilungsfunktion H und Copula A.

Dann kann Spearman’s p (unter alleiniger Verwendung von A) berechnet werden durch

pX,y:12/ Mdpus —3 =12 Adly —3 (3.8)
[0,1]2 [0,1]2

Statt pxy schreiben wir in der Folge oft auch einfach p(A) (wenn A die (X,Y) zugrunde
liegende Copula ist).

Beweis: Nachdem (X73,Y7) Copula A und (X3, Y3) Copula II hat, liefert Lemma 3.3
px,y=3(4/ Mdps—1) =34 Adr,—1). m
[0,1]2 [0,1]2

Wie vorhin erwidhnt, wird Spearman’s p in der Literatur auch oft als Spearman rank cor-
relation bezeichnet. Der Grund dahinter ist wiefolgt: Betrachten wir die klassische Pearson
Korrelation der auf [0, 1] stetig gleichverteilten Zufallsvariable F'o X und GoY’, und verwen-
den, dass fir Z ~ U(0,1)

1 1
E(Z) == Z)=—
gilt, dann folgt mittels Change of Coordinates sofort
E(FoX -GoY)—1
Cor(FoX,GoY) = T :12/FOX-GoYdIF’—3
12 Q

= 12/ wv dPFOXGY) (y ) — 3 = 12/ wvdpa(u,v) —3
[0,1]2 [0,1]2

= PX)Y

Wir haben also folgendes Resultat bewiesen:

Satz 3.12 Sei (X,Y) ein Zufallsvektor mit stetiger Verteilungsfunktion H, Copula A und
Randverteilungen F, G. Dann ist Spearman’s p die klassische Pearson Korrelation dert(0,1)-
verteilten Zufallsvariable F o X, GoY, i.e.

pxy =Cor(FoX,GoY). (3.9)
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Satz 3.13 Spearman’s p ist ein Konkordanzmays.

Beweis: Ubungsaufgabe

Wir wissen schon, dass Kendall’s 7 und Spearman’s p Konkordanzmafle sind und daher
fiir die Copulas IT, W, M die selben Werte liefern. Nachdem sie im Allgemeinen aber natiirlich
nicht iibereinstimmen, ist die naheliegende Frage, wie stark sich die beiden Konkordanzmafe
tatséchlich unterscheiden kénnen, i.e. wie grof |p(A) —7(A)| werden kann. Anfang der 1950er
Jahren wurden die folgenden beiden Ungleichungen bewiesen - die erste geht zuriick auf
Daniels [1], die zweite auf Durbin und Stuart [4]:

37 —2p| <1 (3.10)

(14 7)2 (1—7)2

—1<p<1- (3.11)

Daniel’s Ungleichung ist scharf, von der zweiten Ungleichung war jedoch bis 2016 unklar,
ob sie verbessert werden kann oder nicht - was bekannt war, ist die Existenz abzéhlbar viele
Shuffles, fiir die die Ungleichung scharf ist. Abbildung 3.1 zeigt einige dieser Shuffles (in blau).
Diese Shuffles (in [17] als Protoypen bezeichnet) bestehen aus n gleich langen, absteigenden

1.0
0.5- \ h
P 0.01
-0.54 \
N
-1.0 10 05 Toio 0.5 1.0

Abbildung 3.1: Der grau scharffierte Bereich ist die durch die beiden klassischen
Ungleichungen von Daniels und Durbin & Stuart bestimmte (kompakte, konvexe) Menge.
Die blauen Punkte am Rand der Menge sind (einige) jener Punkte, in denen die
parabolische Ungleichung scharf ist.
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(aufsteigenden) Stiicken. Die Vermutung liegt daher nahef, dass alle Shuffles bestehend aus
n > 2 gleich langen und einem kiirzeren Stiick die untere Grenze der T-p-Region 2, definiert
durch

Q= {(T(A),p(A)) : Ae C}, (3.12)

bilden. Definieren wir fiir n € N die Funktion ®,, : [-1 + %, 1] = [-1,1] durch

4 3 3z n—2

Dp(r)=—-1— S+ -4+ - (n—2+nx)*? 3.13
(@)= 1= gt ) (3.13)
und setzen
—1 if x = —1,
() = O, (z) ifxe 2_7”, %] for some n > 2. (3.14)

dann gilt folgendes Resultat (die untere rote Linie in Abbildung 3.1 ist der Graph der Funkti-
on @, eine animierte Darstellung finden Sie unter www.trutschnig.net/tau-rho-boundary.pdf):

Satz 3.14 ([17]) Die 7-p-Region Q ist vollstindig durch die Funktion ® bestimmt - es gilt

Q={(z,y) € [-1,1]*: ®(z) <y < —O(-x)}, (3.15)

Beweis: Nichttrivial und technisch aufwéndig; im Wesentlichen Beweis der Ungleichungen
fiir Shuffles via Induktion, gefolgt von einen Homotopieargument, siehe [17].

Folgerung 3.15 ([17]) Die Ungleichung von Durbin und Stuart ist nur in den schon seit
den 1950er Jahren bekannten Punkten scharf. Die Menge 2 ist kompakt, aber nicht konvex.

Folgerung 3.16 ([17]) Fiir jeden Punkt (z,y) € Q existiert ein Shuffles h : [0,1] — [0,1]
mat (:’Uay) = (T(Ah)ap(Ah))

Bemerkung 3.17 Satz 3.14 liefert eine handliche Charakterisierung von 2. Fiir wichtige
Teilfamilien von Copulas (wie Archimendische oder Extreme-Value-Copulas) ist eine vollsténdi-
ge Charakterisierung der entsprechenden 7-p-Region noch unbekannt (und Inhalt aktueller
Forschung).

"Was ist der natiirliche Ubergang von n auf n + 1 gleich lange Stiicke?



Kapitel 4

Wichtige Copula Klassen

Bisher haben wir groitenteils theoretische Eigenschaften von Copulas studiert und relativ we-
nige konkrete Copulas kennengelernt. Inhalt des aktuellen Abschnitts sind daher empirische
Copulas und einige wichtige Copula Familien, die immer wieder in der Literatur auftauchen.

4.1 Empirische Copulas

Sei (X,Y) ein Zufallsvektor mit stetiger Verteilungsfunktion H, Randverteilungen F,G und
Copula A € C. Weiters sei (1,¥1), ..., (Tn,yn) eine Stichprobe von (X,Y). O.B.d.AT neh-
men wir an, dass die x-Werte und die y-Werte der Stichprobe paarweise verschieden sind.
Bezeichnen wir mit H,, die zweidimensionale, empirische Verteilungsfunktion und mit F,,, G,
die entsprechenden eindimensionalen empirischen Verteilungsfunktionen, dann liefert der Satz
von Sklar die Existenz einer (nicht eindeutig bestimmten) Copula A,, € C mit

Hy(z,y) = An(Fa(), Gu(y)) (4.1)

fiir alle 2,y € R. Die Copula A, ist nur auf Range(F,) x Range(Gy) = {0,%,...,2=1 1}2
eindeutig bestimmt - jede Copula, die A, vom Raster R,, := {0, %, ceey ”;1, 1}2 auf ganz
[0, 1) fortsetzt erfiillt offensichtlich Gleichung (4.1) und kann daher als empirische Copula
bezeichnet werden. In der Literatur iiblich sind 2 verschiedene Fortsetzungen basierend auf
IT und M, die sogenannte bilineare Fortsetzung (a.k.a. empirische II Copula) und die em-
pirische M Copula. Vor der Diskussion der Fortsetzungen macht es Sinn, Gleichung (4.1)
niher zu betrachten. Auf der linken Seite steht mit der empirischen Verteilungsfunktionen

eine Funktion, die genau die Werte {0, %, e ”T_l, 1} annimmt, die Abbildung

An:Rn—>{o,3,...”_1,1}

n n
ist also surjektiv. Weiters ist A, wegen der 2-Monotonie von H,, auch 2-monoton auf dem

Raster R, = {0,1,..., 21 1}?. Unter Verwendung von

‘n?

ATL <Za1> _ATL <Z_171) :An (1;IL> —An <].71L_1> :l furJedeSZE{l,,n}
n n n n n

"Die Aussage gilt wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von H mit Wahrscheinlichkeit 1

35
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und der zuvor erwihnten Surjektivitéit von A, auf dem Raster R, folgt sofort, dass A,, (auf-
gefasst als Wahrscheinlichkeitsmafl ¢4, auf der Potenzmenge von R,,) folgende Eigenschaften
hat: Fiir jedes i € {1,...,n} gilt

D, ({L} x{0,4,... 2L 1}) =

= 0An ({07 %7 cee nT_la 1} X {%})
und fiir jedes (i, j) € Ry, gilt 95 ; := 94, ({(£, %)}) € {0, 2}. Als Konsequenz daraus erhalten

wir, dass die Matrix (n - ﬁi,j)ﬁjﬂ eine Permutationsmatrix ist. Ergénzend {iberlegt man sich

SEE

leicht (siehe Ubungen) dass folgender Zusammenhang gilt:

1 n
Dan = 2D (P, Galw) )
i=1

Mit anderen Worten: Die Massenverteilung von A, auf R, entspricht genau der diskreten
Gleichverteilung auf der Menge {(F,(z;),Gn(y:)) : i € {1,...,n}}. In der Literatur wer-

den die Punkte (u;,v;) := (Fp(xi), Gn(y;)) meist als Pseudoobservationen (oder als norma-
lisierte Rénge) bezeichnet. A,, ist also nichts anderes als die empirische Verteilungsfunktion
der Pseudoobservationen (uj,vi),... (up,vy,) eingeschrinkt auf R,. Abbildung 4.1 zeigt eine

Stichprobe der Grofie n = 8 (links) sowie die entsprechenden Pseudoobservationen (rechts).
Der rechte Teil von Grafik 4.1 deutet auch an, wie A, auf ganz [0, 1]? fortgesetzt werden

1.04

05- 3/4 .

0.0

1/44 .

*1‘.0 76.5 OTO 0?5 1.0 (I) 1}4 2;4 3;4 le

Abbildung 4.1: Stichprobe der GréBle n = 8 (linker Panel), Pseudoobservationen und
Massenverteilung der empirischen I Copula (rechter Panel).

kann: Man wihlt eine beliebige Copula B € C, definiert fiir jede Pseudoobservation (u;, v;)

die Transformation w; : [0,1]% — (u; — ,u;] x (v; — 1, v;] durch

wi(x’y) - (u’ o % + %‘rvvi - % + %y)a
und setzt schlielich )
1 w
T Z 4.3
HaB ” ;NB (4.3)
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Mit anderen Worten: Die Massenverteilung von AZ € C besteht aus n (um den Faktor 1)
geschrumpften Kopien von B. Wir nennen A% die empirische B Copula. Wihlen wir B = II,
dann heiBt die entsprechende Copula Al konsequenterweise die empirische IT Copula (a.k.a.
multilineare empirische Copula), wihlen wir M, dann erhalten wir die anfangs erwihnte
empirische M Copula. Beachten Sie, dass letztere ein (gerader) Shuffle ist.

Fiir n — oo konvergiert die empirische Copula AZ gegen die zugrundeliegende Copula -
es gilt folgendes Resultat:

Satz 4.1 Sei (X1,Y1),(X2,Y2),... eine Zufallsstichproben von (X,Y), wobei (X,Y) stetige
Verteilungsfunktion H und Copula A habe. Weiters sei B € C beliebig und A5 bezeichne
die empirische B Copula der ersten n Elemente der Zufallsstichprobe. Dann gilt die folgende
Aussage mit Wahrscheinlichkeit 1:

doo (A, A) = o( log(l‘;g(”)) ) (4.4)

Eine analoge Konsistenzaussage fiir die empirische Copula AZ kann fiir die Metrik D; nicht
gelten. Beispielsweise ldsst sich fiir den Fall A = IT unschwer die folgende Aussage beweisen:

Satz 4.2 Angenommen, es gelten die selben Voraussetzungen wie von Satz 4.1 und sowie
A =11I. Dann gilt die folgende Aussage mit Wahrscheinlichkeit 1:
lim Dy (AP, TT) = -

n—00 n’ 3
Satz 4.2 impliziert insbesondere, dass empirische Copulas nicht ohne Weiteres fiir die Schéitzung
des AbhingigkeitmaBes Dy (A, IT) mittels Dy (AZ, TI) verwendet werden kénnen. Ein méglicher
und gangbarer Ausweg ist, die empirischen Copulas zuerst zu gliatten bzw. zu aggregieren,
was (u.a.) zu sog. Bernstein bzw. Checkerboard Copulas fiithrt. Wir werden in der Folge
nur mit Checkerboard Copulas arbeiten, da selbige sowohl aus analytischer Sicht als auch
implementationstechnisch einfach zu handhaben sind.

4.2 Checkerboard Copulas

Sei N € N und die Quadrate Rf\; C [0,1)? fiir 4,5 € {1,..., N} definiert durch

i—1 i1
[ 4] A)
] N NIl NN

Weiters bezeichne w; ; die affine Schrumpfung von [0, 1]? in RfYJw ie.

whi(zy) = (5L + 2,52+ 1)
Definition 4.3 Fine Copula A heifst N-Checkerboard Copula, wenn sie absolut stetig ist,
und die Dichte ka von A konstant auf dem Inneren mt(RfV]) jedes Quadrats Rf\; ist. Das
kleinstmdgliche N mit dieser Eigenschaft heifst die Bandbreite von A. Die Menge aller N-
Checkerboard Copulas (kurz N-Checkerboards) bezeichnen wir im Folgenden mit CBy und
setzen CB = Jy_, CBn.
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Definition 4.4 Fir A € C und N € N heifst die (absolut stetige) Copula €BxN(A) € CBy

mit Dichte
N

kv (@,y) = N? Y pa(R) Liny(ay ) (,9)

ij=1
die N -Checkerboard I1 Approzimation von A (kurz N -Checkerboard von A).

Wir wissen schon aus den Ubungen, dass C3 dicht in (C, D1) (und damit auch dicht in (C, D))
ist.

Checkerboard Copulas lassen sich alternativ als Konvexkombinationen von Push-Forwards
von II darstellen - es gilt das folgende einfach Resultat:

Lemma 4.5 Sei A € C und N € N. Die Matrix (t{vj)f\;:l € [0,1]V*N sei definiert durch
tf\; = MA(R%»). Dann gilt

N N
w;;
pesya) = Yty b (4.5)
ij=1
Beweis: Einfach Ubungsaufgabe

Bemerkung 4.6 In der Folge werden wir in der Notation die 'Bandbreite’ N weglassen,
wenn keine Missinterpretation méglich ist. Gleichung (4.5) vereinfacht sich dann zu

N
w5
pesy () = D tig
ij=1

Es lisst sich unschwer zeigen (Ubungsaufgabe), dass fiir jede Copula A € C die Checkerboard
Approximationen gleichmifig gegen A konvergieren, i.e.

lim deo (€5 x(A), A) = 0.

N—o0

Es gilt aber eine wesentlich stidrkere Aussage:

Satz 4.7 ([11]) Fir jede Copula A € C gilt

lim D;(€ByN(A),A) =0= lim D;(€By(A), A"). (4.6)
N—oo N—oo

Beweis: Der Beweis eines noch allgemeineren Ergebnisses (fiir sogenannte Partitionen der

Eins) ist technisch relativ aufwindig und findet sich [11]. Der Spezialfall N = 2™ erlaubt aber

einen recht einfachen Beweis mittels Markov Kernen, der wiefolgt funktioniert: Sei A € C
J

fest und K4(-,-) ein Markov Kern von A. Fiir jedes y der Form y = 5% mit m € N und

j €A0,...,2™} existiert eine Menge A, € B([0, 1]) mit folgenden drei Eigenschaften:

1 c
1. A, C (U;ﬁl{oé,%,...,%,l,l}) .

2. In jedem Punkt z € A, gilt: Die Funktion t — A(t,y) ist differenzierbar in  und erfiillt
%(%, y) = KA(:I:7 [07 y])

3. A(A) = 1.
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Wenn wir die Menge aller Punkte y der Form ¢y = # mit Q bezeichnen, dann ist Q abzdhlbar
und wir erhalten A(A) =1 fiir A =), o Ay.

Sei nun y = == € Q beliebig, aber fest. Fiir jedes z € A und jedes n > m existiert genau ein

5m
v (in(x) — 1’ in(:r)> .

Index in(x) € {0,...,2"} mit
2 AL

Nachdem der Markov Kern Keg,,, (4) (t,-) auf dem Intervall (Z”(;%, 1"2(,?)> konstant ist! folgt

mittels Disintegration sofort

A(H8 ) -a (B2 - /(U Lo B 0.

T oM
1

= 27 KC%Qn(A)(mv [O)y])v

und wir erhalten

in(x) _ A (in(2)=1
Kegyn(a)(2,[0,y]) = A( = y) 1A< - y> = %
o

(ﬂf,y) = KA(I', [O7y])
Insgesamt folgt daher (Satz von der majorisierten Konvergenz)

lim | Kemyn(a) (7, 0,9]) — Ka(z,[0,y])|d\(z) = 0.

J/

Pemon (4),41)

Nachdem die vorige Aussage fiir beliebiges y € Q gilt, und fiir beliebige Copulas B,C € C
die Funktion ®4 p(y) = f[o 1 |KA(x,[0,y]) — Kp(z,[0,y])d\(x)| gemaB [18] Lipschitz stetig
ist, folgt daraus sofort die behauptete Konvergenzaussage

lim D (€Byn(4), 4) = 0. W

Es ist tatsdchlich moglich, mithilfe von Checkerboard Approximationen einen konsistenten
Schétzer fiir das Abhéngigkeitsmafl (1 (A) = 3D1(A, II) zu konstruieren. Das folgenden Theo-
rem stammt aus [8], der erhaltene Schitzer wurde im R-package ‘qad’ implementiert.

Satz 4.8 ([8]) Sei (X1,Y1), (X2,Y2),... eine Zufallsstichprobe von (X,Y), wobei wir anneh-
men, dass die Verteilungsfunktion H von (X,Y) stetig ist. A bezeichne die (X,Y) zugrun-
deliegende Copula, E,, die empirische Copula und s € (0, %) sei beliebig, aber fest. Dann gilt
fir N(n) := |n®| die folgende Aussage mit Wahrscheinlichkeit 1:

Jim G (CBn(n)(En)) = G(A) (4.7)

Beispiel 4.9 Die nachfolgenden Grafiken illustrieren die iiberraschend hohe Giite des im
vorigen Satz beschriebenen Schitzer anhand verschiedener Copulas (fast Unabhéngigkeit bis
hin zu vollstindiger Abhéngigkeit).

2n b 2n
Sie, dass ein solcher Kern direkt iiber die Integration der Dichte nach y entsteht.

fGenauer: fiir jedes ¢ € (M M) ist das Wahrscheinlichkeitsmafl K¢, (4)(t,-) gleich. Beachten
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Abbildung 4.2: Stichproben einer FGM Copula Gy (linker Panel) und Giite der
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Abbildung 4.3: Stichproben einer Marshall-Olkin Copula M, g (linker Panel) und Giite der
Schétzungen (rechter Panel)
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Abbildung 4.4: Stichproben einer Marshall-Olkin Copula M, g (linker Panel) und Giite der
Schétzungen (rechter Panel)
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Abbildung 4.5: Stichproben einer vollstéindig abhéngigen Copula Ay, (linker Panel) und
Giite der Schitzungen (rechter Panel)

4.3 Extreme-Value Copulas

In der Literatur sehr beliebt sind Familien von Copulas, die iiber eindimensionale Funk-
tionen beschreibbar sind. Dazu zéhlen insbesondere Archimedische Copulas, Extreme-Value
Copulas, und Diagonalcopulas. Wir betrachten zum Abschluss die zweite Klasse, da sel-
bige direkt aus folgender naheliegenden Fragestellung entsteht: Sei (X,Y) ein Zufallsvek-
tor mit stetiger Verteilungsfunktion H, Randverteilungen F,G und Copula A € C. Weiters
sei (X1,Y1),...,(Xn,Yy) eine Zufallsstichprobe von (X,Y). Wie sieht die Copula A,) von
(X(n), Y(n)) = (maxi_; X;, max}’_; V;) aus?

Unter Verwendung von F,)(z) = F(z)", G, (y) = G(y)" und

erhalten wir aus dem Satz von Sklar sofort

Hiy(w,y) = H(z,y)" = (A(F(2),G®))" = A"((Fy (@)™, (Gimy(y)™).
Die Copula A, ist daher gegeben durch

Definition 4.10 FEine Copula A € C heifit Extreme-Value Copula (EVC) genau dann, wenn
eine Copula C € C existiert, sodass fiir jedes (x,y) € [0,1]?

— 3 n n n
Afw,y) = lim C" (Vz, 3/y)
gilt. Falls der eben erwdihnte Zusammenhang gilt, sagen wir, dass C zum Anzugsgebiet von
A gehort.

Offensichtlich ist jede Copula A, die sogar A(x,y) = A™ ({l/f, {L/@) fiir jedes (z,y) € [0,1]?
erfiillt, eine EVC. Eine scheinbar noch etwas restriktivere Eigenschaft ist die folgende:

Definition 4.11 FEine Copula A € C heifit maximumsstabil genau dann, wenn sie fiir jedes
r € (0,00) und jedes (x,y) € [0,1]? die folgende Gleichheit erfiillt:

A(z,y) = A" (Vz, 3/y)

- LA
- LAy

B (A
BE 4(A)
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Satz 4.12 Fine Copula A ist eine genau dann eine EVC wenn sie maximumsstabil ist.

Beweis: Falls A maximumsstabil ist, dann ist A offensichtlich eine EVC. Ist umgekehrt
A eine ECV, dann existiert per definitionem eine Copula C' im Anzugsgebiet von A. Fir
r= % € (0,00) setzen wir ny, = gk fiir jedes k € N und erhalten fiir jedes (z,y) € [0, 1]? sofort

AT (Va,fg) = lim O™ ("R/x, i) = lim CPF (R, ®fy) = A, y).

Fiir r € (0,00)\Q folgt die gewiinschte Gleichheit nun einfach mittels Stetigkeitsargumenten.
|

Wesentlich tiberraschender als Satz 4.12 ist das folgende nichttriviale Resultat ([3, 15]) -
dabei wir nennen eine Funktion a : [0, 1] — [0, 1] eine Pickands Dependence Function, wenn
sie die folgenden zwei Eigenschaften erfiillt:

1. a ist konvex.

2. Fir alle z € [0, 1] gilt max{z,1 —z} <a(z) < 1.

Satz 4.13 FEine Copula A ist eine genau dann eine EVC, wenn eine Pickands Dependence
Function a existiert, sodass

a( In(x) )
Az, y) = (zy) \mew) (4.9)
fiir alle (z,y) € [0,1)? gilt.

1.0

0.5 —_—

> 0.50 > 0.0

0.00 -1.0

Abbildung 4.6: 5 Elemente von A (linker Panel) und deren rechtsseitige Ableitungen
(rechter Panel)

Im Folgenden bezeichnen wir mit A die Menge aller Pickands Dependence Functions. Es lésst
sich unschwer zeigen, dass (A, || - ||« ) €in kompakter metrischer Raum ist (direkte Folgerung
des Satzes von Arzela-Ascoli, jedes a ist Lipschitz stetig mit Lipschitz-Konstante 1) und dass
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die rechtsseitige Ableitung DT a von a rechtsseitig stetig und monoton wachsend auf [0, 1)
ist. DT kann unschwer zu einer mafierzeugenden Funktion auf ganz [0, 1] fortgesetzt werden.
Abbildung 4.6 zeigt 5 Beispiele von Pickands Dependence Functions und deren rechtsseitigen
Ableitungen.

Die Menge A hat sowohl ein maximales als auch ein minimales Element: Die Funktionen
ay,an € A, definiert durch

ap(z) = max{x,1 — z}, ar(z) =1

erfiillen offensichtlich ap; < a < ar. Als Konsequenz daraus erfiillt jede EVC die Ungleichung
II < A < M, woraus sich - unter Verwendung der Monotonie von Konkordanzmaflen - sofort
folgendes Resultat ergibt:

Satz 4.14 Fir jede EVC gilt 7(A) > 0 und p(A) > 0.

Lt. [7] gelten die sogenannten Hutchinson-Lai Ungleichung, i.e.

—1++/1+37(A4) < p(A) < min {BTéA) 27(A) — T(A)Q} (4.10)

fiir EVCs - der Originalbeweis ist allerdings nicht liickenlos (ein verwendetes Kompaktheitsar-
gument ist falsch). Ausgehend von umfangreichen Simulationen lag die Vermutung nahe, dass
Ungleichung (4.10) nur fiir M und II scharf ist, und dass fiir EVCs die folgenden schérferen
Ungleichungen gelten (siehe Abbildung 4.7):

37(A) 37(A) 1

21 7(A) <p(4) < S r(AP 5(1 —7(A))*r(A)* (4.11)

Die erste Ungleichung in (4.11) konnte 2018 in [13] bewiesen werden, der zweite Teil ist nach
wie vor nur eine Vermutung.
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Abbildung 4.7: Die vermuteten Ungleichungen (4.11) begrenzen den grau schraffierten
Bereich, die blauen Linien begrenzen die Hutchinson-Lai region, die roten Linien die im
vorigen Kapitel beschriebene volle 7-p Region €2 geméf [17].
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01. Ubung am 10. Oktober 2022

[LVA 405.552 UV Abhéngigkeitsmodellierung, Ankreuzliste sieche www.trutschnig.net/courses
mit * versehene Aufgaben sind freiwillig]

Ubungsaufgabe 1 Beweisen Sie Lemma 1.6 (Aufwirmiibung!)

Ubungsaufgabe 2 Gehen Sie den (sehr eleganten) Beweis von Satz 1.7 Schritt fiir Schritt
durch und ergéinzen Sie etwaige Zwischenschritte.

Ubungsaufgabe 3 Beweisen Sie Satz 1.9.

Ubungsaufgabe 4 Wir betrachten (Q,4) = (R, B(R)). X sei exponentialverteilt mit Pa-
rameter @ = 1, Y sei stetig gleichverteilt auf [0,1]. = PX und v = PY bezeichnen die
entsprechenden Verteilungen. Bestimmen Sie die Lebesgue Zerlegung v = v, + v5 von v
beziiglich u sowie die Lebesgue Zerlegung u = ug + us von p beziiglich v.

Ubungsaufgabe 5 Die Definition der Absolut-Stetigkeit eines Maf v beziiglich eines MaBes
u funktioniert auch fiir unendliche Mafle. Wir betrachten die folgenden zwei Mafle v, i auf
([0,1], B([0,1])): p sei das ZéhlmaB und v sei das Lebesgue-Ma8, i.e.

W(E) = #E, v(E) = ().

fiir jedes E € B([0, 1]). Gilt dann v < p (oder umgekehrt)? Existiert eine Radon-Nikodym
Ableitung von v beziiglich p (oder umgekehrt)?

Ubungsaufgabe 6 Beweisen Sie Satz 1.10.



02. Ubung am 24. Oktober 2022

[LVA 405.552 UV Abhéngigkeitsmodellierung, Ankreuzliste sieche www.trutschnig.net/courses
mit * versehene Aufgaben sind freiwillig]

Ubungsaufgabe 7 Berechnen Sie fiir (22, 4,P) = ([0, 1], B(]0,1]), \), X (w) = w(1 — w) und
C=A,({[0,1/4],(1/4,3/4],(3/4,1])}) die bedingte Erwartung E(X|C) von X unter C.

Ubungsaufgabe 8 Beweisen Sie mindestens zwei der Aussagen 4-9 in Satz 1.16.

Ubungsaufgabe 9 Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum (R?, B(R?), P), wobei P =
1@ p' und p ein beliebiges WahrscheinlichkeitsmaB auf B(R) bezeichne. Die Familie B(R?)
aller symmetrischen Borelmengen ist definiert durchf

Bs(R*) = {B € B(R*) : B' = B}.

Zeigen Sie, dass B,(R?) eine o-Algebra ist, und berechnen Sie fiir eine beliebige (integrierbare)
Zufallsvariable X : R? — R die bedingte Erwartung E(X|Bs(R?)) von X unter Bs(R?).

Ubungsaufgabe 10 (elementar aber wichtig) Seien X und Y Zufallsvariable auf (2, A, P).
Dann sind die folgenden beiden Bedingungen &quivalent:

1. Y ist A;(X) messbar.
2. Es existiert eine (Borel) messbare Transformation A : R — R mit Y = ho X.

Zusatz: Ist Y nicht-negativ, dann kann auch h nicht-negativ gew#hlt werden. Warum ist
dieses einfache Resultat beispielsweise niitzlich fiir Aufgabe 117
Hinweis: Folgen Sie dem Integralaufbau.

I"Jbungsaufgabe 11 Seien X, X5, ...X,, i.i.d. und integrierbar und .S,, definiert durch S,, =
X1+ X2 + ...+ X,,. Berechnen Sie E(X|S,) := E(X1]A,(S,)).f

Ubungsaufgabe 12 Zeigen Sie den in Beispiel 1.22 behaupteten bijektiven Zusammenhang
zwischen Markov Kernen und stochastischen Matrizen (Aufwérmiibung).

TP ist also das Produktmaf von p mit sich selbst
'B' = {(z,y) € R*: (y,2) € B}
"Wie gewohnt, bezeichnet A, (Z) = Z~*(B(R)) die von Z erzeugte o-Algebra.



03. Ubung am 07. November 2022

[UV Abhéngigkeitsmodellierung, Ankreuzliste sieche www.trutschnig.net/courses
mit * versehene Aufgaben sind freiwillig]

Ubungsaufgabe 13 Beweisen Sie Lemma 1.27.

Ubungsaufgabe 14 Die d-dimensionale Zufallsvariable X = (X1, ..., X,) sei absolut stetig
mit Dichte f. Beweisen Sie: Dann gilt f o X > 0 mit Wahrscheinlichkeit 1.

Ubungsaufgabe 15 Sei X ~/(0,1) und Y =T o X mit

T(x) = 22191 /9)(z) + 2(1 — 2)1(1/2 1) ().
Berechnen Sie eine reguldre bedingte Verteilung Ky x von Y unter X.

Ubungsaufgabe 16 (Fortsetzung von Aufgabe 15) Sei X ~ U(0,1) und ¥ = T o X
mit

T(z) = 22191 /9)(z) +2(1 — 2)1(12,1)(2).

Wir setzen p = PYY) sowie T(T) := {(z,y) € [0,1]? : y = T(z)}. Welche Verteilung hat Y?
Berechnen Sie weiters (mittels Disintegration oder direkt) p(I'(T")) und p([0, z] x [0, y]).

Ubungsaufgabe 17 Sei (X,Y) absolut stetig mit Dichte f. Konstruieren Sie eine regulire
bedingte Verteilung K(-,-) von Y unter X, die ausschlieflich von f und der Randdichte f;
von X abhéingt.

Ubungsaufgabe 18 Seien X,Y integrierbare Zufallsvariable auf (2, A,P). Eine (Borel-)
messbare Funktion g : R — R heifit Version der bedingten Erwartung von Y gegeben X,
genau dann wenn E(Y|X)(w) = g o X(w) fiir P-fast-jedes w € Q gilt.

Beweisen Sie, dass g genau dann eine Version der bedingten Erwartung von Y gegeben X
ist, wenn die folgenden Gleichheit fiir jedes B € B(R) gilt:

/B o(z) dPX (z) = /X NG



04. Ubung am 14. November 2022

[UV Abhéngigkeitsmodellierung, Ankreuzliste sieche www.trutschnig.net/courses
mit * versehene Aufgaben sind freiwillig]

Ubungsaufgabe 19 Lesen Sie Abschnitt 2 bis inkl. Lemma 2.8 (den GroBteil davon kennen
Sie schon aus der VO Mathematische Statistik).

Ubungsaufgabe 20 Seien die Voraussetzungen des zweiten Teils von Definition 1.25 erfiillt
und K eine regulire bedingte Erwartung von Y unter C = A,(X). Wie kann aus K eine
regulire bedingte Erwartung E(Y|X) von Y unter X konstruiert werden?

Ubungsaufgabe 21 Beweisen Sie Lemma 2.4.

Ubungsaufgabe 22 Sei T : [0,1] — [0, 1] Borel-messbar. Wir definieren den Markov Kern
Krp:[0,1] x B([0,1]) durch Kp(z, F) = 07, (E) = 1g(Tx). Beweisen Sie, dass K tatséchlich
ein Markov Kern ist. Zeigen Sie weiters: Kp(-,-) ist genau dann Kern einer Copula wenn 7'
A-treu ist, wenn also AT = X gilt.

Ubungsaufgabe 23 Sei T : [0,1] — [0,1] Borel-messbar. Zeigen Sie: T ist A-treu genau
dann, wenn fiir jede stetige Funktion f : [0,1] — R die Gleichheit

foTd\ = £ dA
[0,1] [0,1]

gilt.



05. Ubung am 21. November 2022

[UV Abhéngigkeitsmodellierung, Ankreuzliste sieche www.trutschnig.net/courses
mit * versehene Aufgaben sind freiwillig]

Ubungsaufgabe 24 X und Y seien stetig gleichverteilt auf [0,1], A bezeichne die Vertei-
lungsfunktion von (X,Y) eingeschrinkt auf [0,1]2f, K(-,-) bezeichne den Markov Kern von
Y unter X. Uberlegen Sie sich, wie K(-,-) aus A bestimmt werden kann.

Hinweis: Nehmen Sie vereinfachend an, dass die Abbildung (z,y) — %—f(w, y) stetig ist.

Ubungsaufgabe 25 Sei (h,)nen eine Folge A-treuer Transformationen auf [0,1], die in
L(]0,1],B([0,1]), ) gegen h konvergiert. Ist dann h ebenfalls A-treu? Bleibt die Aussage
bestehen, wenn wir statt Konvergenz in L([0, 1], B([0,1]), A) punktweise Konvergenz \-fast
iiberall voraussetzen?

Ubungsaufgabe 26 Zeigen Sie, dass eine Folge (A )nen von Copulas genau dann punkt-
weise gegen eine Copula A konvergiert, wenn sie gleichméflig gegen A konvergiert.

Ubungsaufgabe 27 Beweisen Sie, dass jeder Markov Operator Operatornorm 1. Zeigen Sie
weiters, dass fiir jede Copula A und ihren Markov Kern K(-,-) durch Gleichung (2.9) ein
Markov Operator T4 definiert ist?.

Ubungsaufgabe 28 Gelte (X,Y) ~ H mit

1

Hwy) =T e=re

Berechnen Sie die (eindeutig bestimmte) Copula A von (X,Y") (unter Verwendung des Satzes
von Sklar).

falso die Copula von (X,Y)
tSie miissen nicht zeigen, dass T4 mit dem via Gleichung (2.7) definierten Operator zusammenfillt



06. Ubung am 28. November 2022

[UV Abhéngigkeitsmodellierung, Ankreuzliste sieche www.trutschnig.net/courses
mit * versehene Aufgaben sind freiwillig]

Ubungsaufgabe 29 Gehen Sie den Beweis von Lemma 2.15 Schritt fiir Schritt durch und
ergénzen Sie den Beweis der Tatsache F'~(U) = X [P].

Ubungsaufgabe 30 Celte (X,Y) ~ H, X ~ F,Y ~ G mit F,G stetig. A bezeichne die
eindeutig bestimmte Copula von (X,Y’), T und S seien strikt wachsende Transformationen
auf R. Zeigen Sie, dass A auch eine Copula von (T'o X, S oY) ist.

Ubungsaufgabe 31 Wir betrachten die absolut stetige Copula aus Beispiel 2.10 und den
Fall & = 1. Uberlegen Sie sich, wie mit Hilfe der bedingten Verteilungsfunktionen y ~—
K A(z,[0,y]) Stichproben von (X,Y) ~ A erzeugt werden kénnen. Implementieren Sie Thre
Methode in R.

Ubungsaufgabe 32 Sei X1, Xy, ... X, ii.d. mit stetiger Verteilungsfunktion F. Berechnen
Sie die Copula A, von X (1), X5,y mit X(;y = min{Xj,... X} und X,y = max{Xy,... X, }.

Ubungsaufgabe 33 Beweisen Sie, dass die Transformation Ty : [0,1] — [0,1], definiert
durch
Tn(z) = N -2 (mod 1)

fiir jedes N € N A-treu ist und beweisen Sie unter Verwendung der Transformationen 7Ty, dass
es eine Folge (A4, )nen vollstindig abhingiger Copulas (geméfl Definition 2.20 bzw. Lemma
2.21) gibt, die punktweise (und damit gleichméfig) gegen die Produktcopula IT konvergiert.



07. Ubung am 12. Dezember 2022

[LVA 405.552 UV Abhéngigkeitsmodellierung, Ankreuzliste sieche www.trutschnig.net/courses
mit * versehene Aufgaben sind freiwillig]

Ubungsaufgabe 34 Wir betrachten als Spezialfille von Beispiel 2.11 die A-treuen Trans-
formationen h,, in Abbildung 5.1 (h,, besteht auch genau n? Segmenten gleicher Liinge). Ay,
bezeichne die entsprechende Copula. Gegen welche Copula konvergiert die Folge (A )nen
(punktweise)?

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X X X

Abbildung 5.1: Die Félle n = 2,3,4

Ubungsaufgabe 35 (Bivariate PIT) Gelte X ~ F, Y ~ G und (X,Y) ~ H, wobei
H einen stetigen Markov Kern erlaube, i.e. es existiert ein Markov Kern Ky(-,-) mit der
Eigenschaft, dass y — Kp(x,(—00,%]) stetig sei fiir PX-fast jedes x € Rf. Ausgehend von
(X,Y) definieren wir den Zufallsvektor (U, V') wie folgt:

Uw) = F(X(w)), V(w):=Kpg(X(w),(—00,Y(w)]) (5.1)
Beweisen Sie, U,V ~ U(0,1)f.

Ubungsaufgabe 36 Seien hy, hy : [0,1] — [0, 1] A-treu, Ay, , A, € Cg bezeichne die entspre-
chenden vollsténdig abhéngigen Copulas. Berechnen Sie Dy, (Ap,, Ap,) fir jedes p € [1, 00).
Verwenden Sie das erhaltene Resultat um zu zeigen, dass die Metriken (Dp)pe[1,00) nicht
dquivalent sind. Es reicht die Existenz von p; # py zu zeigen, fiir die Dy, und D, nicht
dquivalent sind.

Ubungsaufgabe 37 Berechnen Sie D, (A, 1) fiir jedes A-treue h : [0,1] — [0,1] und jedes
p € [1,00). Was fiillt auf?

TMit anderen Worten: P¥X-fast alle bedingten Verteilungen habe keine Punktmassen

(U, V) ~ I (U, V sind also insbesondere unabhiingig)

T Zwei Metriken di, da auf Q heifen bekanntlich dquivalent genau dann, wenn Konstanten a, b > 0 existieren,
sodass adi(z,y) < da2(z,y) < bdi(x,y) fiir alle z,y € Q gilt
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Ubungsaufgabe 38 Scien f, f1, fo,...[0,1]> — [0, 00) Dichten der absolut stetigen Copulas
A, A1, As, . T und es gelte limy, o0 fro = f [A2]. Folgt dann auch lim,_,o D1(Ay, A) = 0 bzw.
limy, 00 doo(An, A) = 07

Bleiben die Resultate erhalten, wenn die Dichten stattdessen im L' konvergieren?

Ubungsaufgabe 39 Fiir a,b € [0,1] und a + b < 1 sei die Copula C, definiert durch
Cop =aM + bW + (1 —a — b)IL
Berechnen Sie 7(A) und p(A).

Ubungsaufgabe 40 Beweisen Sie zuerst, dass der unteren ¢-Schnitt [A]* einer Copula A fiir
jedes t € [0, 1] eine kompakte, nichtleere Menge ist, und zeigen Sie dann, dass die Kendall
Verteilungsfunktion tatséchlich eine Verteilungsfunktion (eingeschrankt auf [0, 1]) ist. Bewei-
sen Sie dann Satz 3.9.

Hinweis: Fiir nichtnegative Zufallsvariable Z mit Verteilungsfunktion F' gilt bekanntlich

E(Z) = [0 F(AA(2).

Ubungsaufgabe 41 Beweisen Sie, dass Kendall’s 7 ein KonkordanzmaBes gemif Definition
3.6 ist.

Hinweis: Arbeiten Sie - je nachdem, was fiir die konkrete Eigenschaft handlicher ist - mit
(X,Y) oder gleich direkt mit der zugrunde liegenden Copula A und Gleichung 3.8.

Ubungsaufgabe 42 Beweisen Sie, dass Spearman’s p ein Konkordanzmaf ist.

fsauberer formuliert: die Dichten der entsprechenden doppelt stochastischen Mafie A, LAY s Ay, - - -
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Ubungsaufgabe 43 Ein Punkt z einer konvexen, kompakten Menge F heit Extremal-
punkt, genau dann, wenn er nicht Mittelpunkt zweier von x verschiedener Punkte y, z € F
ist.

Beweisen Sie, dass jede vollsténdig abhéingige Copula Aj Extremalpunkt in C ist und schlie-
Ben Sie daraus, dass in (C, d) die Extremalpunkte dicht liegen.

Ubungsaufgabe 44 Gehen Sie den Beweis von Satz 4.7 Schritt fiir Schritt durch und
ergédnzen Sie etwaige Zwischenschritte.

Ubungsaufgabe 45 Beweisen Sie die folgende Gleichheit fiir beliebige Copulas A, B € C:

Bdpa =

1
5 - KB(wv [an])KAt(y> [Oax])d)\Z(xay)
(0,12 (0,12

Ubungsaufgabe 46 Konstruieren Sie zwei Copulas A, B mit den folgenden Eigenschaften
und erkldren Sie, warum dieses Beispiel in Bezug auf die Konkordanz wichtig ist:

1. A < B punktweise auf ganz [0,1]? und A(z,y) < B(z,y) fiir ein (z,y) € [0,1]%
2. 7(A) =7(B).

Hinweis: Es reicht, mit (geraden und ungeraden) Shuffles bestehend aus 2 Segmenten zu
arbeiten.

Srobe Weihnadyten, erholfame Feiertage und ein gefunbef
und erfolgreidyef Sabr 2023!
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Ubungsaufgabe 47 Gehen Sie den Beweis von Satz 4.12. Zeile fiir Zeile durch und ergéinzen
Sie etwaige Zwischenschritte.

Ubungsaufgabe 48 Seien A, A, A, - - - bivariate Copulas und es existiere eine Menge A €
B([0,1]?) mit Ao(A) = 1, sodass fiir jedes (z,y) € A

n11—>Hc}o KAn (33’, [07 y]) = KA(-%" [07 y])
gilt. Zeigen Sie, dass dann eine Menge F € B([0,1]) mit A(E) = 1 und folgender Eigenschaft
existiert: Fiir jedes € E konvergiert die bedingte Verteilungsfunktion F¥ : [0,1] — [0, 1],
definiert durch F¥(y) := Ka, (z,[0,y]), fir n — oo schwach gegen die bedingte Verteilungs-
funktion F* : [0, 1] — [0, 1] mit F*(y) := Ka(x, [0, y]).

Ubungsaufgabe 49 (R) Verwenden Sie marshall olkin_sim.R (auf der homepage) um Stich-
proben (z1,41),...(Zn,yn) der Marshall-Olkin Copula O mit Parameter a = 1,0 = 0.5 zu
generieren.

Installieren Sie das R-package ‘qad’ und verwenden Sie es, um - ausgehend von den Stich-
proben - (1(O) zu schétzen. Arbeiten Sie mit n = 100,n = 1000 und n = 10000 (den echten
Wert (;(O) konnen Sie [18] bzw. paper [06] auf meiner homepage entnehmen).

Ubungsaufgabe 50 Seien A, A;, As, ... EVCs mit Pickands dependence functions a, a1, ag, . . ..
Beweisen Sie, dass die folgenden beiden Aussagen dquivalent sind:

1. limy o0 [|an — allec = 0.

2. limy o0 doo (Ap, A) = 0.

Ubungsaufgabe 51 Ist die Menge Cpy aller EVCs eine kompakte Teilmenge von (C, duo)?
(*) Ist Cpy eine kompakte Teilmenge von (C, D;)?



