2. Ubung am 20. Oktober 2025

[LVA 405.163 UE Statistik, Link zur Ankreuzliste siche www.trutschnig.net/courses
mit * versehene Aufgaben sind freiwillig (und in der Regel etwas fordernder)]

Ubungsaufgabe 7 (Aufwiirmiibung) Beweisen Sie Satz 2.12.

Ubungsaufgabe 8 Die Indikatorfunktion 14 : Q@ — {0,1} einer Menge A C € ist bekannt-

lich definiert durch
1 fallsxz € A,

La() = { 0 falls 2 € A°,

Sei (Ap)nen eine Folge beliebiger Mengen, A := liminf, o, A, und A := limsup,,_,, 4n.
Gelten die folgende Gleichungen fiir jedes x € 27

1a(z) = linrr_1>i£f 14,(x), 14(x)=Ilimsuply,(x)

n—oo

Hinweis: Verwenden Sie Ubungsaufgabe 1.
Ubungsaufgabe 9 Wir betrachten die folgenden zwei Mengensysteme in R2:

&1 = {(a1,a9] x (b1,by] CR? 1 ay < ag,by < ba}
& = {(-o0,a] x (—00,b] CR? :a,b € R}

Sind &, & Halbringe? Beweisen Sie A, (&1) = Ay ().

Ubungsaufgabe 10 Der motivierte Doktorand Max Rechenmann verwendet in einem Be-
weis folgendes Argument: Q = {q1, ¢, ...} bezeichne die rationalen Zahlen in R, weiters sei
(rn)nen eine fallende Folge mit Grenzwert 0. Dann gilt wegen der Dichtheit von Q in R

o0

U(Qn — Tn,qn +rn) =R

n=1

Stimmt das Argument von Herrn Rechenmann? Wenn nein, warum nicht?

Ubungsaufgabe 11 (*) Wir betrachten den Folgenraum Q = {0, 1}N =: 55, £ = O sei die
von der Metrik p auf  induzierte Topologiel, wobei fiir k = (ki, ko, ...),1 = (I1,l2,...) € Q
gilt
0 falls k =1
p(k,1) = {21—min{ieN: kAl sonst.

Zeigen Sie, dass p eine Metrik ist und dass eine Folge (k™),cn beziigl. p genau dann kon-
vergiert, wenn fiir jede Koordinate i € N gilt: k' konstant ab Index ng = ng(i) € N (wir
schreiben der Einfachheit halber k™ = (k7, k%, k%, .. .).

Zeigen Sie weiters, dass die Borel’sche o-Algebra B(O) die folgenden Mengen enthilt:

o {k} fiir jedes k € 3.
e {k€Xy:k; =1 fir unendlich viele i € N}.

o {k € ¥y :k; =1 fur unendlich viele i € N, k; = 0 fiir unendlich viele j € N}.

talso das System der offenen Teilmengen von



