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Kapitel 1

Motivation

Unter einem dynamischen System in diskreter Zeit versteht man meist eine Grundmenge
Q) zusammen mit einer Transformation 7 : @ — €. Ublicherweise ist  versehen mit einer
topologischen /metrischen Struktur - wir schreiben (€2, d, T") - oder mit einer probabilistischen
Struktur - wir schreiben (2, A, u, T'). In der Vorlesung werden wir meist Rdume  mit einer
topologische und einer probabilistische Struktur betrachten da das Zusammenspiel zahlreiche
interessante Zusammenhénge hervorbringt. Fiir x € 2 heiflit die Menge

Or(x) :={z,T(x), T(T(x)),...} ={T"(x) : n € Np}

der Orbit von x unter T' (oder auch kurz der T-Orbit von z).
Die Ergodentheorie studiert das Langzeitverhalten des dynamischen Systems und versucht
dabei insbesondere, folgende Fragen zu beantworten:

e Lisst sich das asymptotische Verhalten spezifischer Punkte z € Q) ‘prognostizieren’?
Bsp: Konvergiert die Folge (T"(z))nen? Wie ist der Orbit Op(z) iiber Q verteilt?

e Wie verhalten sich ‘typische Punkte’?

e Wenn die Punkte z,y € 2 nahe beieinander liegen, haben sie dann auch dhnliche Orbits
(und damit auch eine &hnliche Verteilung iiber 2)?

Wir starten mit einigen einfachen, aber spannenden und teilweise iiberraschenden Bei-
spielen, die uns durch die Vorlesung begleiten werden.

Beispiel 1.1 (Logistic Map - the route to chaos).
Wir betrachten Q = [0, 1], A = B([0,1]), . = A\,d = | - | (iiblicher Abstand in R) und die sog.
logistische Transformation L, : [0,1] — [0, 1] mit a € [0, 4], definiert durch

Lo(z) = ax(1l — z).

(i) Fir @ < 1 ist das Langzeitverhalten von L (x) fiir alle z € [0,1] sehr einfach zu
bestimmen: In diesem Fall gilt lim,, oo L7 (x) = 0 fir jedes z € [0,1]. Fir groBes n
kann der Wert von L[ (x) also sehr gut prognostiziert werden.

(ii) Fiir den Fall @ > 1 machen wir uns ein erstes Bild mit Hilfe von R und gehen wie folgt

vor: Fiir jedes a € {1, %, %, ...,4} ziehen wir eine Zufallsstichprobe z1, ...,z der
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Grofe R = 20 von X ~ U(0,1) und berechnen dann fiir jeden Wert von a die Werte
{L}(z1),..., L2 (xR)} fiir n = 1.000. Fiir a € [1, 3] sieht es so aus als wiirde (L} ())nen
gegen einen einzigen, von a abhingigen Wert konvergieren, danach verzweigt sich die
Kurve in zwei Teile (wir sprechen von einer Bifurkation), dann in vier, usw. Ab a = 3.6
ist keinerlei Struktur mehr erkennbar, erst bei ca. 3.83 tritt plotzlich wieder ein 3-
punktige Struktur auf, die fiir groflere Werte von a wieder verloren geht.

0.75

> 050 > 050

0.00 —j 0.00

0.50 0.50

34 35 36 37 38 39 3.800 3825 3.850 3.875 3.900

Abbildung 1.1: Die mittels Simulation in Beispiel 1.1 erhaltenen Punkte global und in
Teilbereichen; die Bifurkationen und das Fenster fiir a = 3.83 sind klar erkennbar.

(iii) Der Spezialfall a = 4 wird im Laufe der Vorlesung noch eine wichtige Rolle spielen.
Fiir diesen Fall ist auf den ersten Blick keine Struktur erkennbar, es scheint so, also
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wiirden sich die Punkte ‘zuféllig’ iiber [0, 1] verteilen. Wenn schon der Wert nicht pro-
gnostizierbar ist - kann zumindest {iber die Verteilung des Orbits O, () fiir ‘typische’
x € [0, 1] etwas ausgesagt werden?

Fiir den Moment holen wir uns eine erste Vermutung mittels Simulationen, und gehen
wie folgt vor: Wir ziehen eine Zufallsstichprobe x1, ...,z der Gréfle R = 20 von X ~
U(0,1) und berechnen dann fiir a = 4 die Mengen { L (z;), L2(z;), ..., L™ (z;)} fiir n =
1.000.000. Abbildung 1 zeigt (probability) Histogramme von { L, (x;), L2 (x;), . . ., L (x;)}
fiir i € {1,2,3,4}. Folgende zwei Beobachtungen fallen sofort auf:

— Die erhaltenen Histogramme sind nahezu gleich.
— Jeder Punkte scheinen iiber die Zeit hinweg ‘iiberall’t hinzukommen und besucht

am Rand liegende Intervalle 6fter als Intervalle in der Mitte.

Das ‘Schicksal’ eines zufillig gezogenen Punkts unter der Abbildung L4 scheint nicht
prognostizierbar zu sein (keine Stabilitét oder Konvergenz erkennbar) - die Verteilung
iiber 2 aber anscheinend schon.
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Abbildung 1.2: Iterationen von L4: Die in 4 runs erhaltenen Punkte
{Lo(xi), L2(x), ..., L?(x;)} gemiB (iii) in Beispiel 1.1.

fwird noch prizisiert
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Beispiel 1.2 (Tent Map). Die Zelt-Abbildung (a.k.a. Tent Map) ¢ : [0, 1] — [0, 1] ist definiert
durch t(z) = 2&?1[07%}(56) + (2 - 23:)1(%71] (z). Die Abbildung t ist stiickweise expandierend
in dem Sinne, dass sie die Intervalle [0, 1] und [1,1] affin auf ganz [0, 1] abbildet und dabei
(innerhalb der Intervalle) den Abstand zweier Punkt verdoppelt. Ob der einfachen Form von

n=1 n=2 n=3
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Abbildung 1.3: Die ersten drei Iterationen der Zelt-Abbildung geméifl Beispiel 1.2.

t" ist leicht zu sehen, dass t genau zwei, t? genau 4, und allgemein " genau 2" Fixpunkte hat.
Ein Punkt z € [0, 1] heifit periodischer Punkt von ¢, genau dann wenn ein n € N existiert,
sodass t"(x) = z gilt. Das kleinste n € N mit dieser Eigenschaft heifit die Periode von x.
Per(t) wird in der Folge die Menge aller periodischen Punkte von ¢ bezeichnen. Fiir ¢ ldsst
sich leicht tiberpriifen, dass Per(t) eine abzéhlbare dichte Teilmenge von [0, 1] ist, i.e., die
periodischen Punkte liegen dicht.

Was passiert mit Punkten = ¢ Per(¢)? Wir werden im Laufe der Vorlesung beweisen, dass
ein ‘typischer’ Punkt sich &hnlich verhélt wie bei L4: er kommt ‘iiberall’ hin; im Gegensatz
zu Ly besucht er aber (asymptotisch) gleich grofie Intervalle gleich oft. Mathematisch sauber
formuliert: Fiir jedes Intervall I C [0, 1] und A-fast jeden Punkt x € [0, 1] gilt:

Tim =S (@) = A(D). (L1)
=1

Anhand der Zeltabbildung lisst sich weiters illustrieren, warum sog. symbolische dynamische
System extrem wichtig in der Ergodentheorie sind: Zerlegen wir das Intervall in [0, 1] = JoU.J;
mit Jy = [0, 3], J1 = (3, 1], dann koénnen wir jeden Orbit Oy(z) wiefolgt ‘binér’ codieren. Wir
schreiben Cy(z) = a = (ag,a1,as,...) € Bg = {0,1}° genau dann, wenn t"(z) € J,, fiir
jedes n € Ny gilt!. Cy(z) wird oft als t-Code von z bezeichnet, ¥y heiBt Codespace mit 2
Symbolen.

Tto = id[O,l]
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Die damit induzierte Abbildung Cy : [0,1] — X9 hat sehr schéne Eigenschaften - die wohl
wichtigste ist die folgende: Bezeichnen wir mit o : 39 — s den Linksshift Operator, definiert
durch

o((ag,a1,as,...)) = (a1,az,as,...), (1.2)

dann gilt ndmlich fiir Cy(z) = a offensichtlich
Ci(t(x)) = o(a), (1.3)

Anwenden von t entspricht also Anwendung von o im Codespace. Ist C} bijektiv oder zu-
mindest injektiv? Ist C; stetig beziiglich einer ‘passenden’ Metrik po auf 39, ist Cy messbar?
Welche Eigenschaften haben die dynamischen Systeme ([0, 1],] - |,¢) und (X2, p2,0) gemein-
sam?

Beispiel 1.3 (Nested square roots of 2). Beginn der 2010er Jahren wurde elementar (und
relativ miihsam, siche [1]) bewiesen, dass fiir jedes a = (ag, a1, as,...) € {—1, 1} der Grenz-
wert von geschachtelten Quadratwurzeln (nested square roots) existiert:

lim ag 2—0,1\/2—612\/2—0,3\/...—0%\@ S [—2,2] (14)
n—00

Wir nennen a = (ag, a1, as, . ..) € {—1,1}° normal, genau dann wenn asymptotische Haufig-
keit von 1 und —1 gleich % ist, i.e., wenn

n—1

1 1
lim = 1r3(a) ==
Jm s 2 (@) =

gilt. Auch wenn in diesem Fall auf den ersten Blick nicht klar ist, wo hier iiberhaupt das
dynamische System ist, kann mit Hilfe der logistischen Abbildung L4, der Zeltabbildung ¢,
und dem Code space ¥o' in Kombination mit standard Resultaten der Ergodentheorie die
Existenz von eq. (1.4) sehr sehr einfach bewiesen werden. Wie wir in der Vorlesung zeigen
werden, ist aber noch viel mehr machbar - es gilt das folgende {iberraschende Resultat:

Satz 1.4 ([2]). Fiir A-fast jedes v € [—5, 5] gilt: Es existiert ein normales a € {—1, 1Mo it

2sin(z) = lim ag 2—&1\/2—&2\/2—@3\/...—61,”\@. (1.5)
n—o0

Im Zuge des Beweises von Satz 1.4 werden wir auch sehen, wie einfach die berithmte

Formel
7= lim 2"- 2—\/2+\/2+\/...+\/§
n—o0

mit diesen Werkzeugen hergeleitet werden kann.

Tdiese drei dynamischen System haben sehr viel gemeinsam und sind, grob gesagt, dynamisch dquivalent
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Invariante Mafle und mafitreue
Transformationen

Die im vorigen Abschnitt kennengelernten Transformationen L4,t und o haben viele Ge-
meinsamkeiten, insbesondere sind Sie mafitreu (beziiglich eines oder mehrerer Wahrschein-
lichkeitsmafe).

Fiir eine messbare Transformation 7" : (2, A, u) — (92, A, 1) bezeichnen wir das Bildma$
von p unter T mit u”, i.e.

WT(A) = p(T7(4)), A€ A
Ist p ein Wahrscheinlichkeitsmafl/endliches MaB, dann offensichtlich auch p”.

Definition 2.1 (Masstreue). Eine messbare Abbildung T' auf (2, A, p) heifit maftreu (prizi-
ser: p-trew) genau dann, wenn p = p! gilt. Analog dazu nennen wir ein Maf$ p mit pn = p’
invariant bezigl. T (bzw. kurz T'—invariant).

Um zu iberpriifen, dass p invariant beziiglich T ist, reicht es fiir endliche Mafirdume,
die Eigenschaft u’(E) = u(FE) fiir Mengen aus einem durchschnittsstabilen Erzeuger zu
tiberpriifen - es gilt das folgende Lemma:

Lemma 2.2. Sei (2, A, u) ein endlicher Mafraum, T : Q — Q messbar und € ein durch-
schnittsstabiler Erzeuger von A. Dann ist T maftreu genau dann, wenn pu’ (E) = w(E) fir
jedes E € €.

Beweis: Direkte Folgerung aus dem Eindeutigkeitssatz aus der Mafitheorie.

Wir werden im Laufe dieses Abschnitt zeigen, dass mafitreue Transformationen auf endli-
chen Mafirdumen (mit denen sich die VO hauptséchlich beschiftigt) automatisch eine relativ
starke Rekurrenzeigenschaft haben. Vorher betrachten wir aber einige Beispiele fiir mafitreue
Transformationen.

Bemerkung 2.3. In der Folge werden wir (wie in der Ergodentheorie iiblich) statt T'(z)
auch oft einfach T'xz schreiben.

Beispiel 2.4. Sei (©,.A) ein belieber Messraum und 7 : (©,.4) — (€,.A) messbar. Das
Dirac Maf} §, im Punkt z € Q, definiert durch

0:(A) = 14(2)

8
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erfiillt offensichtlich
07 (A) = 0.(T7H(A)) = 1p-1(a)(2) = 1a(T2) = d72(A).
Fiir jeden Fixpunkt z von T ist daher 4, invariant beziiglich T" und T ist J,-invariant.

Beispiel 2.5. Wir betrachten die Zeltabbildung ¢ auf (Q, A4, x) = ([0,1],B8([0,1]), A). Fiir
jedes x € [0, 1] gilt offensichtlich

t1([0,2]) = {2 € [0,1] : ¢(2) € [0,2]} = [0, 5] U [L — §,1],

und daher auch
M([0,2]) =X ([0,2]Ul—%,1]) ==

Nachdem & = {[0, z] : « € [0, 1]} ein durchschnittsstabiler Erzeuger von B([0, 1]) ist, ist ¢ also
A-treu.

Beachten Sie, dass es weitere t-invariante Wahrscheinlichkeitsmafle auf ([0, 1], B([0, 1])) gibt:
Nachdem 0 und % Fixpunkte von ¢ sind, sind sowohl dy als auch § 2 invariant beziiglich ¢.

Beispiel 2.6. Wir betrachten den unendlichen (aber o-endlichen) Mafiraum (Q, A, p) =
(R,B(R),A) und die Transformation Tx = z + 1. Dann ist T offensichtlich A-treu (das
Lebesgue-Maf$ ist translationsinvariant). Gibt es weitere beziigl. T' invariante Mafle? Gibt
es beziigl. T invariante Wahrscheinlichkeitsmafle?

Beispiel 2.7. Wir kehren zuriick zur logistischen Abbildung L4. Abgesehen von den trivialen
invarianten Wahrscheinlichkeitsmafien §y und dz legt Abbildung 1 nahe, dass es auch ein
absolut stetiges Ly-invariantes Wahrscheinlichkeiz‘lcsmaﬁ geben sollte (offensichtlich ist A nicht
L,-invariant).

Angenommen, das Wahrscheinlichkeitsmaf p ist Ly-invariant und absolut stetig (beziigl. \)
mit Dichte f. Wegen

Ly ([0,2]) = [0,3 = 3vVI—a] U [+ 3V1—2,1]

muss p fir jedes z € [0, 1] die folgende Gleichheit erfiillen:

fax=p(0.2]) = p(L7A(0.2]) = / fax (21)

Ny
[O,J}} [0,5—5 1—]2] [§+§ 1—x71}

Fiir A-fast jedes x € [0, 1] muss also die folgende Funktionalgleichung fiir f gelten (Differen-
tiation beider Seiten nach = unter Verwendung der Kettenregel):

f@) = A= (FG = 3VT—2) + f(3 + 3VI—2)) (2:2)

Welche Dichte f erfiillt Gleichung (2.2)7 Die Antwort auf diese Frage wurde 1947 von Ulam
und von Neumann gegeben (siche [5]), die zeigen konnten, dass die Funktion f., gegeben

durch
1

my/z(1l — x)

Gleichung (2.2) erfiillt. Diese Tatsache ist analytisch leicht nachzurechnen, wesentlich span-
nender ist aber, wie man auf diese f, kommt - wir wollen diese Frage nun beantworten (und

fila) = (2.3)
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Abbildung 2.1: Iterationen von Ly4: Die in 4 runs erhaltenen Punkte
{Lo(xi), L2(x;), ..., LM(x;)} gemaB (iii) in Beispiel 1.1 zusammen mit der Ulam von
Neumann Dichte f, geméf Gleichung (2.3)

2+ 2

-

)
o

|
S

—n/2+ -2

-1/2 0 /2 2 Y 0 1 2

Abbildung 2.2: Die Funktionen ¢ und Ly.

motivieren damit nicht zuletzt die Verwendung von topologischen Konjugationen und Isomor-
phien zur Analyse dynamischer System, die spéter noch genauer behandelt wird). Abbildung
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2.7 zeigt f. zusammen mit den in Beispiel 1.1 diskutierten Histogrammen. Zur (eleganten)
Herleitung verwenden wir [2] und gehen wie folgt vor: (S1) Wir betrachten skalierte Versionen
von t und Ly, (S2) zeigen, dass sich die Transformation ineinander ‘iibersetzen’ lassen, und
(S3) leiten aus dieser Tatsache und A\! = \ dann f, ab.

(S1) Definiere ¢: [-Z,Z] — [-Z, %] und Ly : [-2,2] = [-2,2] durch (siehe Abbildung 2.7)

~y 20+ 5 ifxe[-F,0]
t(ﬁ)_{ 20+ T ifzel0,T],

and Ly(z) = —22 + 2.

(S2) Definieren wir h : [-F, 5] — [-2,2] durch h(x) = 2sin (), dann ist h offensichtlich ein
Homo6omorphismus (also bijektiv und stetig in beide Richtungen). Zusétzlich ist das
folgende Diagramm kommutativ, i.e., es gilt hot = Lioh (direktes Nachrechnen unter
Verwendung der Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus)

5] (2.4)

Anders ausgedriickt, fiir jedes = € [—2, 2] gilt die Gleichheit

hotoh ™ (z) = Ly(x) (2.5)
und fiir jedes z € [-F, 5] die Gleichheit
#(z) =h"' o Lyoh(z), (2.6)

Ly ist also (in der Sprache der Linearen Algebra) £ in einem anderen ‘Koordinatensy-
stem’ und vice versa. Wir nennen daher ¢ und L4 topologisch konjugiert (also topologisch
gleich). Beachten Sie, dass aus Gleichungen (2.5) und (2.6) sofort ho " o h™' = L7
und " = hto ﬁff o h fiir jedes n € N folgt, auch die Orbits von Punkte kénnen also
ineinander iibersetzt werden.

Zuséatzlich ist folgende wichtige Eigenschaft leicht nachzurechnen: Fiir jedes Maf} i, das
¢ invariant ist, ist u” invariant beziigl. La:

(Mh)ﬁ4 _ ,uL“Oh — Mhof — (Mf)h — :U’h
Wir wissen, dass p := %)\ invariant bziigl.  ist, das Wahrscheinlichkeitsmaf$ p* muss
daher invariant beziigl. Ly sein.
(S3) Wir berechnen p” und dessen Dichte: Fiir x € [~2,2] gilt offensichtlich

R0 = w7 (2) = aresin () = - L,

m g,arcsin (%)]
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Anwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung liefert daher sofort,
dass die Dichte f von p” gegeben ist durch

1
d , h
f(l') dx:u ([ "'BD T 1_£ 9 ﬂ_m
1
f sieht f, schon verdichtig dhnlich: tatséchlich erhalten wir f, direkt aus f durch
Ubertragung von [—2, 2] auf [0, 1]: Definieren wir ¢ : [-2,2] — [0, 1] durch p(z) = £+
und damit ¢~!(y) = 4y — 2, dann erhalten wir sofort

1

(u")?([0,2]) = p" (97 1([0,2])) = p" ([-2, 42 - 2])) = / .
[—2,42—2]

) V4 — 22
woraus sofort (Differentiation der Stammfunktion plus Kettenregel)

1 1 1
— -4: '4: — :f*(x)
/4 — (4z — 2)? ™4 — 1622 + 162 — 4 m/z(1 — )

dA(2),

s

folgt.

Die fiir uns in der Vorlesung wichtigste mafltreue Transformation ist der Shift-Operator o,
den wir schon im ersten Kapitel kennengelernt haben. Wir definieren daher als néchsten
Schritt eine spezielle Metrik sowie invariante Mafle auf dem Code space.

Definition 2.8 (Code space Yy). Fir 2 < N € N heifit die Menge Yy = {1,2,..., N}No
der Code space mit N Symbolen. Fiir k € X schreiben wir k = (ko, k1, ko, .. .).

Auf ¥ konnen verschiedene Metriken definiert werden, die gebriuchlichste ist die fol-
gende Metrik p, definiert durch

0 firk=1
p(k, 1) = {2—min{i€N01ki¢li} fir k 75 L. (27)

Ebenfalls gerne verwendet wird die ‘klassische’ Produktmetrik 8, definiert durch

— |ki — I
5(k,l):z| > 3 (2.8)
=0

Es lésst sich unschwer nachrechnen, dass sowohl p als auch § Metriken auf ¥ (Ubungsauf-
gabe) sind. Der folgende Satz fasst die wichtigsten Eigenschaften von p und § zusammen:

Satz 2.9. (Xy,p) ist ein ultrametischer Raum, i.e., p ist eine Metrik, die zusdtzlich fir alle
k,lme Xy

p(k,1) < max{p(k,m), p(m,1)} (2.9)
erfillt. Zusdtzlich sind p und § Metrisierungen der Produkttopologie, i.e., die folgenden drei
Aussagen sind dquivalent fiir alle k, k', k?,... € Xy,

1. lim, 00 p(k™ k) =0
2. limy o0 6(k", k) = 0
3. limy 00 |k — ki| = 0 fiir jedes i € Ny,

und die metrischen Riume (X, p) und (Xn,9) sind kompakt.
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Beweis: Wir geben nur eine Beweisskizze, die Ausfithrung der Details ist eine niitzliche
Ubungsaufgabe.

(i) Ungleichung (2.9) ist eine direkte Konsequenz aus folgender Beobachtung fiir den Fall
k #1und k # m # 1: Sei ip := min{i € Ny : k; # [;}. Setzen wir

Jo := min {min{j € No : k; # m;}, min{j € No : m; # [;},

dann folgt sofort k; = m; = [; fiir alle j < jp und damit jo < .

(ii) Angenommen, die dritte der obigen Aussagen gilt. Weiters sei ¢ > 0 beliebig aber fest.
Wihle j so, dass 277 < ¢ gilt. Fiir i = 0 existiert ein Index ny € N mit k' = k; fiir alle
n > ng; Fiir ¢ = 1 existiert ein Index ny mit ng < ny € N mit k' = k; fiir alle n > nq. ...
nach endlich vielen Schritten erhalten wir n; € N so, dass kj' = k; fiir all n > n; und ¢ < j.
Mit anderen Worten, fiir n > n; gilt p(k", k) < 277 < e. Nachdem & > 0 beliebig war, haben
wir also lim, oo p(k™, k) = 0 gezeigt.

(iii) Gelte lim,_,o p(k™, k) = 0, weiters sei i € Ny beliebig aber fest. Fiir e < 277 existiert
ein Index ng € N, sodass p(k™, k) < ¢ < 27¢ und damit kP = k; fiir jedes n > nyo, i.e.,
limy, 00 |k* — ki| = 0. Nachdem i beliebig war, folgt die dritte Aussage, und wir haben die
Aquivalent der ersten und der dritten Aussagen des Satzes. Die verbleibende Aquivalenz kann
analog gezeigt werden.

(iv) Die Kompaktheit von (X, p) folgt direkt aus der Kompaktheit von {1,..., N} und dem
Satz von Tychonov. Alternativ kann die Kompaktheit auch unschwer zu Fufi nachgerechnet
werden indem man fiir jede Folge (k™),ecn die Existenz einer konvergenten Teilfolge zeigt.

Ultrametrische Rdume haben sehr spezielle Eigenschaften, insbesondere die folgende:

e Firke B(l,r) ={me Xy : p(lm) < r} gilt B(1,r) = B(k,r).
Mit anderen Worten: Jeder Punkt in einer offenen Kugel ist Mittelpunkt der Kugel.

(€, p) hat auBerdem die folgenden ungewohnten, aber niitzlichen Eigenschaften:

e Die folgende Identitit gilt fiir alle k € ¥ und iy € Np:

Bk,27") = {leZy:pk]) <27}
{1€ ¥n: ki =1; fiir jedes i < ip}
= {ko} x{k1} x - x{kiy} x{1,..., N} x---x{l,...,N} x---

Mit anderen Worten: Offene Kugeln sind ‘diinne’ Rechtecke.

e Nachdem die Menge R = {ko} x {k1} x -+ x{ki;} x{1,...,N} x---x{1,...,N} x---
offensichtlich abgeschlossen ist, ist damit jede Kugel in (X, p) offen und gleichzeitig
abgeschlossen (‘clopen’...closed and open).

Basierend auf der von p erzeugten Topologie auf ¥ kénnen wir die Borel’sche o-Algebra
B(Xy) auf ¥ betrachten. Das folgende (hoffentlich aus der Mafltheorie bekannte) Lemma
behandelt einen einfachen Erzeuger hy von B(Xy), der sich in der Folge als sehr niitzlich
erweisen wird:
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Lemma 2.10. Definieren wir das Mengensystem by durch

{{ko} x {k1} x -+  x {kn} x{1,...,N} x{1,...,N} x --- : n € Ny and
ko,kl,...,knE{l,...,N}},

dann ist by ein Halbring (a.k.a. Halbring der dimnen Rechtecke) und es gilt As(hn) =
B(XN).

Wir konstruieren nun ausgehend von einem Wahrscheinlichkeitsmafl ¥ auf {1,..., N} ein
Wahrscheinlichkeitsmafl auf B(3 ) - der Konstruktion liegt die folgende einfache Idee zugrun-
de: Wir ziehen unendlich oft gemifl ¥ zuféllig ein Element aus {1,..., N} (mit Zuriicklegen),
die (diskrete) Zufallsvariable Z; bezeichne das Ergebnis der i-ten Ziehung. Offensichtlich gilt
dann fiir jedes i € No' und fiir s € {1,..., N}

P(Z; = s) =9({s}) =
und die Folge (Z;)ien, ist i.i.d. Fiir jedes diinne Rechteck R = {ko} x {k1} x -+ x {kp} X
{1,...,N} x{1,...,N} x --- definieren wir py durch
,U,ﬁ(R) = P(Z() = k(), Zl = kl, ey Zn = kn)

und erhalten damit wegen der Unabhéngigkeit von (Z;);en, sofort

po(R) = H ({ki}) = Hﬂk (2.10)
=0

Damit ist eine Mengenfunktion py : hy — [0, 1] definiert, von der sich (mehr oder weniger
unschwer) zeigen ldsst, dass sie o-additiv auf hy ist, und damit eindeutig zu einem Wahr-
scheinlichkeitsmafl auf ganz A,(hy) = B(Xy) fortgesetzt werden kann. Das resultierende
Wahrscheinlichkeitsmaf 11y heisst das von ¢ auf ¥ induzierte Produktmaf.

Satz 2.11. Sei ¥ ein beliebiges Wahrscheinlichkeitsmafl auf {1,..., N}, uy bezeichne das
von ¥ induzierte Produktmafl auf B(Xx). Dann ist der Linksshift Operator o mafStreu auf
(XN, B(EN), ).

Beweis: Geméifl Lemma 2.2 reicht es zu zeigen, dass fiir jedes diinne Rechteck R die Gleich-
heit p§(R) = py(R) gilt. Selbiges folgt fir R = {ko} x {k1} x -+ x {ky} x {1,...,N} x
{1,...,N} x --- aber sofort aus'

N
pH(R) = po(o~ ' (R)) = pw ({k € Sy : o(k) € RY) = o (U{l} X R)

=1

N N
= > w({l} x R) =Y 0({1}) - pa(R) = py(R).
=1 =1

Tdamit die Konstruktion durchgeht nennen wir die erste Ziehung die Ziehung 0.
Twir schreiben kurz {I} x R = {(I, ko, k1,k2,...) : (ko,k1,k2,...) € R}



Kapitel 3

Ergodentheorie - Grundlagen

Wie wir bereits gesehen haben, konnen auch sehr einfach strukturierte Systeme ein sehr
komplexes dynamisches Verhalten aufweisen. Es ist daher nur eingeschrinkt moglich weitrei-
chende Vorhersagen zu treffen. Eine Moglichkeit bestéinde klarerweise darin den Orbit einer
Funktion an jedem beliebigen Punkt auszuwerten.

Anstatt sich auf einzelne Orbits zu konzentrieren, werden wir in dieser Vorlesung zu einer
wahrscheinlichkeitstheoretischen Beschreibung dynamischer Systeme iibergehen, die iiblicher-
weise als Ergodentheorie bezeichnet wird. Auch wenn das Verhalten komplizierter Systeme
vollstandig deterministisch abléuft, kann das Langzeitverhalten am besten mit stochastischen
Begriffen beschrieben werden.

Um das Verhalten einer Abbildung 7" : 2 — Q auf einer Menge {2 zu analysieren, miissen
wir zunéchst entscheiden welche Mengen von €2 grof} sind, welche klein sind und wie sich diese
Grofle entwickelt. Wir statten daher €2 mit einer probabilitischen Struktur aus - im Folgenden
bezeichne (2, A, ) den zugrundeliegenden Mafiraum. Wir werden uns hauptsichlich mit
endlichen Mafiriumen und da im Speziellen mit Wahrscheinlichkeitsrdumen beschéftigen.
Interpretationen des Mafiraums:

(i) deterministische Interpretation: Wir denken uns p als eine Verteilung der Masse auf
Q, wobei die Masse des gesamten Raums auf eins normiert wurde. Bei einer Menge
A C Q betrachten wir p(A) als die Masse von A, genauer gesagt, den Prozentsatz der
Gesamtmasse, der auf A konzentriert ist.

(ii) stochastische Interpretation: Wir betrachten 2 als die Menge aller moglichen Ergebnisse
eines Experiments, das dem Zufall unterliegt. Gegeben A € A, ist die Groe u(A)
einfach die Wahrscheinlichkeit des Experiments, ein Ergebnis in A zu produzieren.

Wir méchten die Abbildung T :  — € gern in die messbare Struktur von {2 einbinden um
die Hintereinanderausfithrung von T als ein neues Experiment mit Werten in €2 interpretieren
zu konnen. Um dies zu gewihrleisten muss fiir jedes Ereignis A € A auch T-1(A) ein Ereignis,
d.h. € A, sein; mit anderen Worten: T muss eine messbare Abbildung sein, und damit
T71(A) C A gelten. Eine messbare Abbildung auf einem Mafiraum bewahrt dessen Struktur
genauso wie eine lineare Abbildung auf einem linearen Raum oder eine stetige Abbildung auf
einem topologischen Raum.

Interpretieren wir p als Massenverteilung auf 2, dann beschreibt das Bildma8 p” die Mas-
senverteilung (die probabilistische Struktur) auf dem Bild 7'(Q2). Ist die Abbildung mafBtreu,
dann sind die Massenverteilungen auf 2 und 7'(€2) identisch.

15
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3.1 Rekurrenz

In diesem Abschnitt beschéiftigen wir uns mit dem dynamischen Verhalten von Abbildungen
und interessieren uns dafiir unter welchen Umsténden ein Punkt = aus einer Menge A - nach
(einem eventuellen) Verlassen dieser Menge - wieder nach A zuriickkehrt. Diese Eigenschaft
heiffit Rekurrenz. Wir werden zeigen, dass auf einem endlichen Mafiraum die Eigenschaft
MafBtreue bereits hinreichend fiir Rekurrenz ist (Satz 3.4).

Definition 3.1. (Rekurrenz) Eine mafStreue Abbildung T auf dem MafSraum (2, A, p) heifst
rekurrent, falls fir jede Menge A € A mit u(A) > 0 eine Nullmenge N C A ezistiert so, dass
fir jedes x € A\N ein n € N existiert mit T"(x) € A.

Mit anderen Worten: T" heifit rekurrent, wenn fiir jede Menge A mit positivem Maf} fast
jeder Punkt aus A nach endlicher Zeit wieder nach A zuriickkehrt (zur Illustration siehe
Abbildung 3.1). n kann als Riickkehrzeitpunkt interpretiert werden.

Tx

Abbildung 3.1: Hlustration Rekurrenz

Wir zeigen zunéchst, dass fiir jede rekurrente Abbildung unendliche viele Riickkehrzeit-
punkte existieren.

Lemma 3.2. Sei T eine rekurrente und maftreue Abbildung auf einem Mafraum (Q, A, u).
Dann gibt es fir jede Menge A € A mit u(A) > 0 eine Nullmenge N C A so, dass fir jedes
x € A\N eine monoton wachsende Folge (ng)ren existiert mit T (z) € A fir alle k € N.

Beweis: Nach Definition existiert eine Nullmenge N; so, dass fiir jedes y € A\Nj einn(y) € N
existiert mit 7" (y) € A. Wahle nun N = (J, oy 77%(N1). Dann ist wegen

p(N) = p (U T"“(N1)> <Y u(THIN)) =D u(N) =0

keN keN keN

auch N eine Nullmenge (die fiir uns interessante). Wegen T—*(N) C N folgt weiter mit y ¢ N
auch T*(y) ¢ N. Wihlt man also 2 € A\N C A\Ny, erhilt man T"®) (z) € A\N. Setze
my = n(z).

Wendet man das eben gezeigte auf den Punkt z = 71 (x) € A\N an, dann existiert wiederum
einny =ny(z) € Nmit 7™ (z) € A\N. Mit mg := my+n; folgt schlieBlich 772 (z) = T™(z) €
A\N. Induktiv erhdlt man nun die Behauptung.
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Das nun folgende Resultat ermoglicht eine anschauliche Charakterisierung von Rekurrenz.

Lemma 3.3. Sei T eine mafitreue Abbildung auf einem Mafraum (2, A, p). Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(a) T ist rekurrent.
(b) Fir jede Menge A € A mit u(A) > 0 existiert ein n € N mit pf(ANT"(A)) > 0.

Beweis: Fiir A € A mit p(A) > 0 definieren wir die Menge A* aller Punkte in A, die A
sofort und fiir immer verlassen, d.h.

A=A\ JTA)=An [T (4%

neN neN

Offensichtlich ist T genau dann rekurrent, wenn pu(A*) = 0 fiir alle A € A mit p(A) > 0.
(a) = (b): Sei nun 7" rekurrent und A € A mit p(A) > 0. Dann gilt

p (A\ U (an T"(A))) — 1 (A\ U T”(A)) — (A7) =0

neN neN

Wegen p(A) > 0 existiert nun ein n € N mit u(ANT7"(A)) > 0.
(b) = (a): Wir zeigen nun (b) nach (a) durch Widerspruch. Dazu nehmen wir an, dass
(A*) > 0 gilt (d.h. T ist nicht rekurrent). Dann existiert nach (b) ein n € N mit

W(A* N T (A%)) > 0

woraus A* N T~ "(A*) # () folgt. Somit existiert ein Punkt x € A* C A mit T"(z) € A* C A.
Dies steht in Widerspruch zur Definition von A*.

Die Eigenschaft (b) in Lemma 3.3 wird auch konservativ genannt.

Das folgende Resultat stammt aus dem Jahr 1899 und gilt als erster Satz der Ergoden-
theorie.

Satz 3.4. (Poincaré)
Sei T' eine mafitreue Abbildung auf einem endlichen Mafsraum (2, A, ). Dann ist T rekur-
rent.

Beweis: Wegen Lemma 3.3 reicht es zu zeigen, dass fiir jede Menge A € A mit p(A) > 0 ein
n € N existiert mit u(ANT"(A)) > 0.

Im Folgenden betrachten wir eine Menge A € A mit p(A) > 0 und nehmen das Gegenteil
an, d.h. u(ANT"(A)) =0 fur alle n € N. Dann gilt fur alle ¢ # j (wir schreiben j =i + k,
k> 0)

p(IHA)NT(A) = w(TH(ANT- P (4))
(T (ANT(4))
= pu(ANT *(A4))
=0
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[Damit sind die Mengen {T""(A)},en so etwas wie fast sicher paarweise disjunkt.] Wir

erhalten
(U ) = S ey = S uia -

neN neN neN
Dies steht im Widerspruch zur Endlichkeit des Mafiraums.

Beispiel 3.5.

1. Die Zelt-Abbildung t aus Beispiel 2.5 ist maftreu auf dem endlichen MafSraum
([0,1], B([0,1]), Aljo,1))- Damit ist sie nach dem Satz von Poincaré auch rekurrent, d.h.
jede messbare Menge aus [0,1] mit positivem Maf8 wird unendlich oft von fast allen
thren Punkten aufgesucht.

2. Obwohl die Transformation Tx = x + 1 aus Beispiel 2.6 mafitreu auf dem o-endlichen
Mafsraum (R, B(R), \) ist, ist leicht ersichtlich, dass T nicht rekurrent ist (wdhle bei-
spielsweise A :=[0,1)).

3. Die logistische Abbildung Ly aus Beispiel 2.7 ist mafitreu auf dem endlichen Mafraum
([0,1], B([0,1]), 1), wobei pu das Wahrscheinlichkeitsmafl mit \-Dichte

fulz) = - (3.1)

m/z(l — )

aus Beispiel 2.7 beschreibt. Damit ist Ly nach dem Satz von Poincaré auch rekurrent,
d.h. jede messbare Menge aus [0, 1] mit positivem Maj$ wird unendlich oft von fast allen
thren Punkten aufgesucht.

4. Der Linksshift Operator o ist nach Satz 2.11 maftreu auf dem endlichen MafSraum
(XN, B(XN), pg). Damit ist o nach dem Satz von Poincaré auch rekurrent, d.h. jede
messbare Menge aus X mit positivem MafS wird unendlich oft von fast allen ithren
Punkten aufgesucht.

FEine weitere interessante Charakterisierung von Rekurrenz liefert das folgende Resultat,
welches fiir o-endlich Rdume formuliert werden kann:

Lemma 3.6. Sei T eine maftreue Abbildung auf einem o-endlichen Mafsraum (Q, A, p).
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) T ist rekurrent.

(b) Es existiert keine Menge A € A, die sowohl
TYA)CA als auch w(A\T1(A) >0

erfillt.
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Beweis: (a) = (b): Sei T rekurrent, A € A mit T71(A) C A und setze B := A\T~1(A). Wir
zeigen zunéchst

BNT™B)=10

fiir alle n € N. Wir nehmen an, dass ¢ € B. Dann ist x € A, aber T'(z) ¢ A und damit
nach Voraussetzung T'(x) ¢ T~'(A) oder dquivalent T72%(z) ¢ A. Folgt man dieser Denkweise
induktiv erhélt man 7" (z) ¢ A und damit T"(x) ¢ B oder #quivalent x ¢ T—"(B) fiir alle
n € N. Damit ist die obige Behauptung gezeigt. Lemma 3.3 impliziert nun

H(A\T1(A)) = pu(B) = 0

also ist (b) erfiillt.
(b) = (a): Sei A € A mit pu(A) > 0 und setze B :=

und (einsetzen und umformen)

neng T 7" (A). Dann gilt T-1(B) € B

B\T'(B)=A\ | J T™™(4)

neN

(vgl. Menge A* im Beweis von Lemma 3.3). Aus (b) erhélt man nun p(A\ U,y 77 "(4)) =0
womit 7" rekurrent ist.

Beispiel 3.7. Zeigen Sie mit Lemma 3.6, dass die Transformation Tx = x + 1 aus Beispiel
2.6 nicht rekurrent ist.

3.2 Ergodizitit

Rekurrenz stellt sicher, dass jede Menge A mit positivem Mafl unendlich oft von fast allen
ihren Punkten besucht wird. Kénnen wir aber auch Aussagen treffen iiber die mittlere Riick-
kehrzeit? Konnen wir unendliche mittlere Riickkehrzeiten ausschlieBen?
Um diese Fragen zu beantworten bendtigen wir eine Unzerlegbarkeitseigenschaft - die soge-
nannte Ergodizitit. Dabei beschrinken wir uns im Folgenden auf Wahrscheinlichkeitsrdume.
Das Konzept Ergodizitdt wurde zuerst 1928 von Birkhoff und Smith unter dem Namen
metric transitivity eingefithrt. Es ist ein zentrales Konzept dieser Vorlesung. Wir werden
einige dquivalente Beschreibungen von Ergodizitéit kennenlernen, welche jede ihren eigenen
Reiz hat.

Im Folgenden wollen wir auf dem Raum Q (oder einer Zerlegung dessen) die Dynamik
einer (mafftreuen) Transformation 7" untersuchen. Angenommen, es existiert eine Menge A C
2 mit der Eigenschaft, dass z € A genau dann wenn 7'(z) € A. Dann gilt sofort T'(A) C A
und gleichzeitig T'(A¢) C A° und die Restriktionen T'|4 und 7|4 konnen als eigensténdige
dynamische Systeme aufgefasst werden. Damit kann die Dynamik der Transformation T
allein anhand der Dynamiken der Restriktionen T'| 4 und T'| g4c untersucht werden - in diesem
Fall lasst sich das Problem also zerlegen. Systeme, in denen solche Mengen nicht vorkommen
konnen dann als nicht zerlegbar angesehen werden.

Definition 3.8. Eine maftreue Abbildung T auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, p)
heifit ergodisch, falls fiir jede Menge A € A mit T71(A) = A entweder u(A) = 0 oder
w(A€) =0 gilt.
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Ein sehr einfaches Beispiel zu Beginn:

Beispiel 3.9. Betrachte den Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, u) bestehend aus der Grund-
menge Q@ = {z}, der trivialen o-Algebra A = {0,Q} und dem Dirac Maff 1 = 6.

Sei weiter T die Identitit. Dann ist T (offensichtlich) maftreu und ergodisch. Die Menge A
mit T~Y(A) = A entspricht hier entweder der Grundmenge oder der leeren Menge.

Da jede maftreue Abbildung auf einem Wahrscheinlichkeitsraum rekurrent ist (Satz von
Poincaré) und Ergodizitit nur fiir mafitreue Abbildungen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
definiert ist, ist klarerweise jede ergodische Abbildung (auf einem Wahrscheinlichkeitsraum)
rekurrent. Das folgende Beispiel verdeutlicht, dass Ergodizitéit (auf Wahrscheinlichkeitsraum-
en) stirker als Rekurrenz ist:

Beispiel 3.10. Betrachte den Wahrscheinlichkeitsraum ([0, 1], B([0,1]), v := Ajo,1) und die
Abbildung
T(x):=uz

Dann ist T rekurrent, aber nicht ergodisch (wdhle beispielsweise A = [0,0.5]).

Ubungsaufgabe 1. Betrachte den Wahrscheinlichkeitsraum ([0,1),B([0,1)),p := Ajo,1))
und die Abbildung
T(x) :=x+3/4 (mod 1)

Zeigen Sie, dass T mafStreu, aber nicht ergodisch ist.

Um Charakterisierungen von Ergodizitit anzugeben, benttigen wir noch den Begriff der
symmetrischen Differenz:

Ubungsaufgabe 2. Die Menge AA B := (A\ B)U(B\ A) heifit die symmetrische Differenz
von A und B. Zeigen Sie folgende Figenschaften der symmetrischen Differenz:

1. AAD=A (Neutrales Element)

AAA=0 (Inverses Element)

AAB=BAA (Kommutativitit)

AAC = (AAB)A(BAC)
AA(BAC)=(AAB)AC (Assoziativitit)
(AAB)NC =(ANC)A(BNC) (Distributivitit)

I N T

AACC(AAB)U(BAC) (Dreiecksungleichung)
Wir kénnen nun ergodische Abbildungen charakterisieren:

Satz 3.11. Sei T eine mafStreue Abbildung auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, iv). Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) T ist ergodisch.

(b) (Unzerlegbarkeitsbedingung)
FEzistieren A1, As € A mit T(A1) C Ay, T(Az) C Az und p(Ay N Ag) =0, dann gilt
1(A1)p(Az) = 0.
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(c) Aus u(T~1(A)AA) = 0 folgt u(A) € {0,1}.
(d) Aus p(A) > 0 folgt pu (U,en T "(A)) = 1.
(e) Aus u(Ar)u(Az2) >0 folgt (T~ (A1) N A2) > 0 fiir ein n € Ny.
(f) Fiir jedes f € L' mit foT = f [u] gilt f = const [u].
Beweis: (a) nach (b): Wir setzen zunéchst
Bi:= | T7"(A) ie{1,2}
neNy
Dann gilt A; C B;, T~Y(B;) = B; und
BiNB, C ) T7"(A1n4y) (Selbst!)
n€Ng

Aufgrund der Ergodizitét erhalten wir daher u(B;) € {0,1}.
1: Angenommen p(B;) = 0 fiir ein ¢ € {1,2}, dann gilt 0 < p(4;) < p(B;) = 0 und damit

1(Ar)p(Az) = 0.
2: Angenommen p(B;) = u(Bz2) = 1. Dann gilt

0< ,u,(Bl N BQ) < Z IU,(T_n(Al N Ag)) = Z M(Al N AQ) =0
neNp n€Ng

Aber dies steht im Widerspruch zu 2 = p(B1)+p(B2)—pu(B1NB2) = p(B1UB2) < u(By) = 1.
Damit ist Fall 2 ausgeschlossen und wir erhalten (b).
(b) nach (c): Dazu setzen wir

B = ﬂ UTﬁk(A)

neNpg k>n
= {2€Q:zeT "(A) fiir unendlich viele n € Ny}
= {z€Q: T"(z) € A fiir unendlich viele n € Ny}

Dann gilt zundchst T'(B) C B (Selbst!). Wir wollen nun zeigen, dass aufgrund der Voraus-
setzung auch u(B) = u(A) gilt. Mit der Dreiecksungleichung der symmetrischen Differenz
erhalten wir zunsichst T72(A)AA C T 2(A)AT1(A) U T~ (A)AA und damit

0 < u(T~2(A)AA) < p(T~2(A)AT(A)+u(T~(A)AL) = u(T~ (A)AA)+u(T~ (A)AA) = 0
woraus induktiv u(T~"(A)AA) = 0 fiir alle n € N folgt. Damit erhalten wir
<

0 w(AAB)

= u (ﬂ Uar*tuwou U Tk(A)\A)

neNk>n neNk>n
< D u(ATTHA) + Y u(T(ANA)
neN neN
— Y T (A)AA)
neN

= 0
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und schlie3lich
u(B) = u(BNA) + pu(B\A) < u(A) = p(AN B) + p(A\B) < pu(B)

Mittels analogem Vorgehen fiir A° und (b) folgt 0 = pu(A)u(A¢) = u(A) — u(A)? und damit

u(4) € {0,1}.
(¢) nach (d): Wir wéhlen p(A) > 0 und setzen wieder

- Jrw

n€Ng

und wollen pu(B) = 1 zeigen.

Wie bereits im Beweisteil (a) nach (b) erwihnt, gilt 7-1(B) = B, also u(T~'(B)AB) =
und wegen (c) pu(B) € {0, 1}. Aufgrund der Voraussetzung p(A) > 0 und wegen A C B folgt
die Behauptung.

(d) nach (e): Wir zeigen, dass aus pu(T~"(A1)NA2) = 0 fur alle n € N folgt, dass u(A1)u(Asz) =
0 gilt. Falls (A7) = 0, dann ist nichts zu zeigen. Falls pu(A;) > 0, dann ist wegen (d)
Unen T7" (A1) eine p-Eins-Menge und wir erhalten

o - {(grm)on

= p (U (T”(Al)ﬂA2)>

neN

< ZM "(A1) N Ag)
neN

= 0

und damit p(A;)u(A2) = 0.
(e) nach (f): Fiir ein integrierbares f (messbar) mit foT = f [u] setzen wir fiir jedes n € N
und jedes [ € Z

Cny={zeq: 2n < f(z l;}} f- ([2"’ 2"1))

Offensichtlich gilt dann u (UleZ Cn,l) =1 fiir alle n € N. Des Weiteren erhalten wir

T HCu)={2eQ: & <fT@) <P} ={zecQ: L <flay<F}=Cu 4

sowie induktiv T=%(C,,;) = C,, [u] fiir alle k € N. Aufgrund der Disjunktheit der Mengen
(Cn,l)leZ gilt fiir [y # lo weiter

H(T_k(cn,h) N Cn,lg) = M(Cn,l1 n Cn,lg) =0

fir alle £ € N und wegen (e) p(Cy, 1, )pu(Cry,) = 0. Damit existiert fiir jedes n € N genau ein
ln € Z mit p(Cpy,) = 1. Auf Q* := (), .y Cny, ist dann f konstant und wegen p(€2*) =1
gilt damit (f).

(f) nach (a): Wihle f =14 fiir A € A mit T-1(A) = A.
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Bevor wir weitergehen, wollen wir die eben gezeigten Charakterisierungen interpretieren:

- Die Bedeutung von Eigenschaft (b) ist leicht zu erfassen: Es besagt gerade, dass eine
Situation wie in Abbildung 3.2 nicht auftreten kann, wenn nicht (mindestens) eine der
Mengen Mafl Null hat.

Abbildung 3.2: Hlustration Ergodizitéit; Bedingung (b).

- Fiir eine mafitreue Abbildung T ist das Mengensystem
Ar:={Ac A: u(T71(A)AA) =0}

eine Unter-o-Algebra von A (UA!) und heiBt die o-Algebra der fast sicher invarianten
Mengen. Gilt fiir eine Menge A € A entweder T~1(A) C Aoder A C T 1(A), dann gilt
A e Ar (UA)).

- Eigenschaft (d) besagt, dass jedes A mit pu(A) > 0 irgendwann von fast allen Punkten
besucht wird. Damit ist Ergodizitéit eine stérkere Eigenschaft als Rekurrenz.

- Aus (e) leiten wir ab, dass Ergodizitat als Analogon der topologischen Transitivitét
betrachtet werden kann: Es ist immer moglich, sich von einer beliebigen Menge mit
positivem Mafl zu einer beliebigen anderen solchen Menge zu bewegen.

Beispiel 3.12. Sowohl die Zelt-Abbildung t als auch die logistische Abbildung L4 als auch der
Linksshift o sind ergodisch. Wir umschiffen den direkten Nachweis und zeigen die Ergodizitit
der drei Abbildungen zu einem spdteren Zeitpunkt unter Ausnutzung der Tatsache, dass die
drei Abbildungen isomorph zueinander sind.

Unsere Hauptmotivation fiir die Einfiithrung der Ergodizitdt bestand darin, unendliche
mittlere Riickkehrzeiten auszuschlielen, die nicht a priori durch das Rekurrenz-Theorem
(Poincaré) ausgeschlossen werden. Es ist noch nicht sicher, ob wir die richtige Definition
gewdhlt haben um dieses Ziel zu erreichen. Das folgende Theorem, das iiblicherweise als
Kac’s Lemma bezeichnet wird, zeigt, dass wir tatséchlich erfolgreich waren.



KAPITEL 3. ERGODENTHEORIE - GRUNDLAGEN 24

Wir definieren die Riickkehrzeit ¢4 : A — N U {oo} mittels
ta(z) :=inf{n e N : T"(x) € A}

Wie {iblich wird dabei t4 als co gewéhlt, falls die Menge auf der rechten Seite leer ist.
(Aufgrund des Satzes von Poincaré ist t4 fast tiberall auf A endlich).

Satz 3.13. (Lemma von Kac, 1947)
Sei T eine ergodische Abbildung auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, p). Dann gilt fir
jedes A € A mit i(A) >0

Beweis: Die Abbildung t4 ist messbar und mit der disjunkten Zerlegung im Bildbereich
Ay i={z € A : ty(x) =n} =t, ({n}) erhalten wir zunschst

/tAdu Z/ tadu= Zn,u ZZMA
neN neN keNn>k

Fiir jedes k € N setzen wir
By =T (A N---nT-* DA nT*(A)

Dann gilt nach Definition By N A = Ay, und T-Y(By\A) = T-YBy) N T7H(A°) = Bii1.
Aufgrund der Ergodizitit (Bedingung (d)) erhalten wir nun (nachrechnen)

p <U Bk> =u <U T’“(A)> =1
keN keN
Dartiberhinaus gilt

#(Bii1) = (T H(B\A)) = u(Bx\A) = p(By) — p( By, N A) = p(By) — p(Ay)

damit u(Bg) = >_,51, #(An) und schlieBlich

JCEE S RS AR (VAR

keNn>k keN keN

Damit ist die Behauptung gezeigt.

Ergodizitit erzwingt also nicht nur die Endlichkeit der mittleren Wiederkehrzeiten (oo
nur auf einer Nullmenge), sondern stellt auch sicher, dass diese sich sehr eindeutig verhalten:
je kleiner das Mafl einer Menge A ist, desto linger braucht ein Punkt (im Mittel), um zu
A zuriickzukehren. Mit anderen Worten: Ein ergodisches Mafl weist den schnell zuriickkeh-
renden Punkten das grofite Gewicht zu. Beachten Sie, dass diese Beobachtung nicht trivial
ist (auch wenn es so klingen mag). Es bestétigt lediglich, dass unsere Definitionen sauber
zusammenpassen und einige grundlegende dynamische Eigenschaften genau so wiedergeben,
wie wir es wollten.
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3.3 Ergodensatz

Dieses Kapitel ist dem Ergodensatz und einigen seiner Anwendungen gewidmet. Der Ergo-
densatz, der 1931 zunichst von J. von Neumann fiir den Fall der Konvergenz im Mittel (L)
und dann von G. D. Birkhoff fiir den stérkeren Fall der punktweisen Konvergenz bewiesen
wurde, 16ste eine wichtige Frage, die sich in der statistischen Mechanik stellte: unter welcher
Bedingung stimmen in einem dynamischen System Zeitmittel und Raummittel iiberein.

Sei T' eine messbare Abbildung auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, p). Fir A € A
und z €  definieren wir die relative Hdufigkeit der ersten n Iterationen von x in A

n—1 n—1

S aoTH@) = - S 1rk(@)

k=0 k=0

1
ha(z,n) = —

alz,n) =~
Wir werden uns hauptséchlich fiir das Verhalten von ha(z,n) fiir n — oo interessieren.
Konvergiert diese Folge? Wenn ja, wie hingt der Grenzwert von z und A ab?

Die punktweise Version des Ergodensatzes, bekannt als Birkhoffs Ergodensatz besagt in
seiner einfachsten Form, dass fiir T' ergodisch

lim hy(z,n) = p(A)

n—oo
fiir fast alle x € ). Der Wert auf der linken Seite entspricht dem Grenzwert der durchschnitt-
lichen Anzahl von Besuchen von 7" (x) in A. Wir kénnen uns diese Grofe als das Zeitmittel
der Besuche des Orbits von z in A vorstellen. Die Grofle rechts kann als das Raummittel von

A gedacht werden. Der Birkhoffsche Ergodensatz impliziert, dass fiir jede messbare Menge A
und fiir fast jeden Punkt = der Zeitmittelwert asymptotisch gleich dem Raummittelwert ist.

Als geringfiigige Verallgemeinerung werden wir auch das asymptotische Verhalten der
Summen

i
L

(foTk)(x)  fir feL!
0

S

Snf(x) =

£
I

untersuchen. Um diesen Ausdruck zu motivieren, sei daran erinnert, dass wir (2, A, p) wieder-
holt als die probabilistische Struktur interpretiert haben, die das Ergebnis eines Experiments
beschreibt. Ist {X,,},en, eine Folge von unabhiingigen Experimenten/Zufallsvariablen, die
alle der gleichen Verteilung i unterliegen, garantieren die Gesetze der groflen Zahlen die fast
sichere Konvergenz von

n—1

> X

k=0

gegen den Erwartungswert F(X). Leider sind in unserem Fall die Folgenglieder

X =

S

z,T(x), T*(x),...

definitiv nicht unabhéngig: Sie sind durch die deterministische Abbildung T' gekoppelt. Die
Untersuchung der asymptotischen Eigenschaften von .S, f beschiéftigt sich daher implizit mit
der Frage, ob Orbits unter 7' (zumindest asymptotisch) als eine Folge von unabhéngigen
Experimenten betrachtet werden koénnen.
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Das folgende einfache Beispiel zeigt, dass das Verhalten von S, f nicht von vornherein
offensichtlich sein muss. Betrachte dazu 2 = {1,...,6} mit A = P(Q) und dem Wahrschein-
lichkeitsma$ p : P(2) — [0, 1] gegeben durch

Al _ 4]
A== =—
Wir definieren die zwei mafitreuen Abbildungen

Tia)=c+1-[c]-6  wd T=Tol

Was T} betrifft, so ist leicht zu erkennen, dass fiir jede Funktion f : 2 — R der Grenzwert

n—1 6

Jim Suf(e) = Jim = S (FoTH@) = ¢ 3 7) = /Q f() du(x)

k=0 =1

unabhéngig von der Wahl von zx ist. Schaut man auf 75 werden die Dinge komplizierter.
Wiéhlen wir beispielsweise B := {1,2,3}, F := {2,4,6} und O := {1, 3,5}, dann erhalten wir

n—1

. 1 k
nh_)rrgo hp(z,n) = nh_>Holo o kz_o(lB oTy)(x) =

z €O
rzeFl

—_—
Wl WIN

womit der Grenzwert von der Wahl von x abhéngt. Letzterer hdangt auch von der gewéhlten
Menge ab, denn fiir C := {1, 3} gilt

12 2 re0
lim ho(z,n) = lim — Z(lc o TH)(z) = {3

n—r00 n—oo 1 o 0 ze€F
In diesem einfachen Beispiel kann natiirlich jede interessierende Gréfle explizit berechnet
werden. In der allgemeinen Situation muss das Verhalten von S, f jedoch weiter analysiert
werden. Fiir letzteres erweisen sich zwei Werkzeuge als entscheidend: das Konzept der be-
dingten Erwartungen und die o-Algebra

Ar ={Ac A : w(T7HA)AA) =0}
der fast sicher invarianten Mengen. Beachte: A7 ist eine Unter-o-Algebra von A.

* ok ok
Einschub: Bedingte Erwartung

Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum (€2,.4, P) und eine Unter-o-Algebra G von
A.
Beachte: Eine Zufallsvariable X ist im Allgemeinen nicht beziiglich einer beliebigen Unter-
o-Algebra messbar.
Frage: Konnen wir eine X beschreibende und G-messbare Zufallsvariable U finden?
— Informationsverlust aufgrund gréberer Struktur!
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Satz: Sei X eine positive Zufallsvariable. Dann gibt es eine positive G-messbare Zufalls-

variable U mit
/ UdP = / X dP
G G

fiir alle G € G. Sind U und V positive G-messbare Zufallsvariable mit

/UdP:/XdP:/VdP
G G G

fiir alle G € G, so gibt es eine Nullmenge N € G mit U(w) = V(w) fiir alle w € Q\N, d.h. U
ist P|g-fast sicher eindeutig bestimmt.

Beweis: Die Existenz erhélt man mit dem Satz von Radon-Nikodym.

Beachte: U beschreibt X nur im Sinne der Integration iiber Mengen aus §. Wiren die Inte-
grale fiir alle A € A gleich, dann wéren X und U P-fast sicher identisch. (Warum?)

Ist X eine positive Zufallsvariable, so nennen wir jede positive G-messbare Zufallsvariable

U mit
/UdP—/XdP
G G

fiir alle G € G eine Version der G-bedingten Erwartung von X; wir bezeichnen mit F(X|G)
eine beliebige Version der G-bedingten Erwartung von X und nennen F(X|G) die G-bedingte
Erwartung von X.

Da die o-Algebra G aufler der leeren Menge weitere Nullmengen enthalten kann, besitzt die
G-bedingte Erwartung einer positiven Zufallsvariable im allgemeinen mehrere Versionen, von
denen aber je zwei auf dem Komplement einer Nullmenge in G iibereinstimmen. Fiir eine be-
liebige Zufallsvariable Y gilt daher U(w) = Y (w) fast sicher entweder fiir jede oder fiir keine
Version U der G-bedingten Erwartung von X; gilt sie fiir jede Version der G-bedingten Er-
wartung von X, so schreiben wir kurz E(X|G) =Y.

Eigenschaften:
1. Wegen 2 € G gilt E(E(X|G)) = E(X).

2. Ist G = {0, Q}, dann ist jede G-messbare Zufallsvariable X konstant und es gilt F(X|G) =
E(X).

3. Ist G = A, dann ist jede positive Zufallsvariable X G-messbar und es gilt E(X|G) = X
P-fast sicher.

1. B(B(X|9)|9) = B(X]0).
5. B(X +Y|9) = E(X|G) + E(Y|G).
6. Fiir jede positive G-messbare Zufallsvariable U gilt E(UX|G) = U E(X|G).

7. Im Fall X <Y gilt E(X|G) < E(Y|G).
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Das folgende Ergebnis zeigt, dass die Definition der G-bedingten Erwartung einer positiven
Zufallsvariable mit der Definition ihres bedingten Erwartungswerts beziiglich einem Ereignis
im Einklang steht:

Lemma: (Fourier-Entwicklung)

Sei {Gi}icqi,...m} € A eine disjunkte Familie von Ereignissen mit ) ;" | G; = Q und P(G;) >
0 fiir alle i € {1,...,m} und sei G die von der Familie {G;}ic(1,..m} erzeugte o-Algebra.
Dann gilt fiir jede positive Zufallsvariable X

E(X|G)=> E(X|G)lg, =) (P(lG) /G X dP> 1g,
i=1 ' i

=1

-----

Das Lemma deutet darauf hin, dass der Ubergang von einer positiven Zufallsvariable X zu
ihrer G-bedingten Erwartung als ein lokales Mitteln verstanden werden kann: Wenn die o-
Algebra durch endlich viele Ereignisse erzeugt wird, dann nimmt die G-bedingte Erwartung
E(X]G) nur endlich viele Werte an, und im Extremfall G = {(),Q} ist die G-bedingten Er-
wartung von X sogar konstant.

Die Definition der G-bedingten Erwartung fiir integrierbare Zufallsvariable erfolgt {iber die
iibliche Zerlegung in Positiv- und Negativteil.

Die bedingte Erwartung einer quadratisch integrierbaren Zufallsvariable kann als Projektion
auf die Menge aller quadratisch integrierbaren und G-messbaren Zufallsvariablen interpretiert
werden:

Satz: (Projektion)
Sei X € L%*(Q, A, P). Dann sind fiir eine quadratisch integrierbare und G-messbare Zufalls-
variable Y folgende Aussagen dquivalent:

(a) Y = E(X|G).

(b) Die Ungleichung E((X —Y)?) < E((X — Z)?) gilt fiir alle G-messbaren Zufallsvariablen
Z € L*(Q, A, P).

Ende Einschub
%k %

Lemma 3.14. Sei T eine maftreue Abbildung auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, p)
und f € L'. Dann gilt E(f|Ar)(T(w)) = E(f|Ar)(w) fiir u-fast alle w € Q.

Beweis: Fiir alle G € Ap gilt
/ E(f|A7)(T(w)) du(w) = / E(f)A7)(T(w)) du(w)
G T-1(Q)
- /G E(f) A7) () dur (@)
- /G E(f| A7) (w) dp(w)

und damit die Behauptung.
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Satz 3.15. (Ergodensitze)
Sei T eine maftreue Abbildung auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, ) und f € L.
Dann existiert eine Funktion f* € L* mit f*oT = f* [u] und

Amezl#du

1. limy o0 Snf () = f*(x) punktweise fir fast alle x € Q. (Birkhoff Ergodensatz)

so dass

2. limy,_so0 Spf = f* in L', d.h.

lim [ 15.7(2) = £*@)] du(z) = 0

n—o0
(von Neumann Ergodensatz)

Beweis: Wir werden zunéchst zeigen, dass f* := E(f|Ar) definiert als die bedingte Erwar-
tung von f unter Ar die erste Eigenschaft erfiillt. Wir erhalten

E(f*) = E(E(f|Ar)) = E(f) <
und damit f* € L'. Weiter gilt mit Lemma 3.14 f* o T = f* [u] und nach Definition der

bedingten Erwartung auch
[ au= [ 1
Q Q

Gp(z) :== max ZgoT’

1<k<n

Sei nun g € L' und wiihle

Dann ist die Folge {G),()}neny monoton wachsend und entweder konvergiert diese oder di-
vergiert gegen +o0o. Wir definieren nun die Menge

B:={z€Q:supGy(z) <o} e A

neN
aller Konvergenzpunkte. Wegen
k ' k 4 k—1 '
Y goTi @) =g(x)+ Y goT'(x)=g(x)+ Y goT(T(x))
i=0 i=1 i=0
erhalten wir zunéchst
k—1
_ i
(GnoT)(z) = max ) goT(T(x))
=0
k
= T ) —
Jmax (;g o T"(x) 9($)>
k—1

= T ) —
) Sglggﬂi_ogo (z) — g(z)
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und damit

k—1
Guyi(7) = (GroT)(z) = max{Kx,glggﬂzgow(@,g(x)}—(GnoTxx)
- - 1=0

= max{(Gy o T)(x) + g(x), 9(2)} — (Gn 0 T)(a)
— g(2) + max{(Gy o T)(x), 0} — (Gy 0 T)(a)
— g(2) — min{0, (G, o T)(2)}

Fiir jedes z € B gilt wegen obiger Gleichung

Sup (G 0 T)(@) < sup (G (x) — g(2)) < o0
neN neN

und damit T'(z) € B, d.h. € T7Y(B), also B C T~!(B). Daraus erhalten wir B € Ar und
damit B¢ € Ar.
Fiir Punkte = € B¢ divergiert die Folge {Gy () }nen und wegen

Go() dpa(z) = /B o) dur(a)

= / (GpoT)(z) du(x)
T=1(B°)

Bec

_ / (G o T)(x) dpu(x)
BC
und damit
0 < [ Gunalo) = Gulo) duta)
= [ Grna@) = (o)) dute)
= [ a(0) = min0, (G, o T)(@)} du)

erhalten wir mit dem Satz iiber die majorisierte/dominierte Konvergenz und der Definition
der bedingten Erwartung

0 <limsup [ Gpy1—Gpdp= / gdp= / E(glAr) du

n—oo JBe Be Be
Aus der letzten Ungleichung ldsst sich schlielen, dass wenn E(g|Ar) < 0 auf €2, dann muss
w(B€) =0 und damit u(B) = 1 gelten. Fiir x € B gilt weiter

1 n—1 . 1
liminf S, ¢(x) < limsup S,g(z) = limsup — Z goT'(x) <limsup —Gp(z) =0
n—0o0 n—o0 n—oo T i—0 n—oo T
Nun werden wir den Ergodensatz von Birkhoff beweisen:
Sei f € L', e > 0 und setze zuniichst g; := f — E(f|Ar) — e. Dann gilt E(g1| A7) = —e <0
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sowie fiir p-fast alle z €

n—1
Spo1(z) = ;Zgl o T'(x)
1 :Liol A 1 n—1 )
= L2 T @)~ 3 B(fMAr) o T'w) -
i=0 =0

= Suf(x) - E(f|Ar) —¢

und schliellich
0 > limsup Spg1(x) = limsup S, f(z) — E(f|Ar) — ¢

n—oo n—oo
Fiir go := E(f|Ar) — f — € erhalten wir nach analogem Vorgehen F(ga2| A7) = —e < 0 sowie
fiir p-fast alle x € Q2
Sng2(x) = E(f|Ar) — Snf(x) —
und schliefflich
0 > liminf Syg2(x) = E(fAr) — limsup Sy, f () —

n—oo

Zusammenfassend erhalten wir

limsup S, f(z) € [E(f|AT) — &, E(f|Ar) + 5] (1]

n—oo
und analog

liminf S, f(x) € [E(flAr) — & E(f|Ar) +<] 4]

Da ¢ beliebig war gilt also
lim S,f = B(f|Ar) [i

Damit haben wir den Ergodensatz von Birkhoff bewiesen.

Wir werden abschliefend den von Neumann Ergodensatz beweisen:

Sei zuniéichst f € L' beschrinkt. In diesem Fall ist auch S, f beschrinkt und die fast siche-
re Konvergenz aus dem Ergodensatz von Birkhoff liefert, zusammen mit dem Satz iiber die
majorisierte/dominierte Konvergenz,

Tim (1S, f — E(flA7) |1 = Jim / 1S () — B(f1Az) ()] du(z) = 0

Sei nun f € L' beliebig und ¢ > 0. Dann existiert ein f. € L' beschrinkt mit ||f — f-|; < ¢
und wir erhalten

[Snf = E(fAT)[1 1Snf = Sufell + 1Snfe = E(fe| Ar) || + [|E(fe|Ar) — E(f| A7)

<
< e+ ||Sufe — E(f:|A7)|| + €

Damit erhalten wir
0< 1111_>1in [Snf — E(flA7)|l1 < limsup ||S,f — E(f|A7)]1 < 2¢
n—00 n—00

Da € beliebig war gilt also
Jim (1S, f = E(f|A7) [l =0

Damit haben wir den von Neumann Ergodensatz bewiesen.
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Nun ein paar Anmerkungen zu Satz 3.15:
Ist T ergodisch, dann hat nach Satz 3.11 jede Menge aus Ap entweder Mafl 0 oder 1. In
diesem Fall gilt

E(f|Ar)(z) = E(f)

fiir fast alle x € €2 und wir erhalten das folgende Korollar:

Korollar 3.16. (Ergodensdtze fiir ergodische Abbildungen)
Sei T' eine maftreue und ergodische Abbildung auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€, A, 1)
und f € L'. Dann gilt

1. limy 00 Spf(z) = E(f) = const fir fast alle x € Q. (Birkhoff Ergodensatz)
2. limy, 00 Snf = E(f) in L'. (von Neumann Ergodensatz)

Physiker formulieren das Birkhoff’sche Ergodentheorem iiblicherweise um, indem sie sa-
gen, dass das Zeitmittel und das Raummittel zusammenfallen. Insbesondere impliziert diese
Tatsache im ergodischen Fall

lim ha(x,n) = lim S,1a(x) = E(1a) = p(A)

n—o0 n—00

fiir fast alle . Vor dem Hintergrund des Lemmas von Kac, sollte das letzte Ergebnis nicht
iiberraschen. In nicht-technischer Sprache besagt es einfach, dass der Orbit eines typischen
Punktes geméafl p verteilt ist: Das Maf ist genau dort konzentriert, wo sich die Orbits der
meisten Punkte konzentrieren.

Wir kehren noch einmal zu unserem Eingangsbeispiel mit den Abbildungen 77 und 7%
zuriick. Da T7 ergodisch ist, erhalten wir

6

Jim S, f(@) = B(f) = ¢ S f0)

i=1

fiir alle z € Q = {1,...,6}. Wihrend dieses Ergebnis schon bekannt war, kénnen wir nun
leicht ein analoges Ergebnis fiir T angeben. Die Schwierigkeiten, die im Zusammenhang mit
Ty auftraten, kamen eindeutig von der Tatsache, dass die Abbildung nicht ergodisch ist.
Nachdem man sich klar macht, dass Ay, = {0, 0, E, Q} liefert der Ergodensatz von Birkhoff

= E(f|0)1o(z) + E(f|E) 1p(x)
— % Zf(i) 1o(x)+% Zf(i) 1g(x)

€O i€l

fir alle x € Q = {1,...,6}.
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3.4 Mischungseigenschaften

Als wir das Konzept der Ergodizitit einfithrten, befassten wir uns hauptséchlich mit sehr
langen Wiederkehrzeiten in bestimmten maflerhaltenden Systemen. Wir haben uns eine er-
godische Abbildung als eine Unzerlegbarkeitseigenschaft vorgestellt, welche den ganzen Raum
mischt.

Nachdem wir einige der verschiedenen Aspekte der Ergodizitidt kennengelernt haben, wollen
wir nun kurz diskutieren, ob eine ergodische Abbildung wirklich eine Mischung im Sinne des
allgemeinen Sprachgebrauchs erzeugt. Um dem Begriff Mischung eine exakte Bedeutung zu
geben, denken Sie an ein Glas Wasser (formalisiert als Grundmenge 2), das einen Tropfen
Tinte A C 2 enthélt. Die Aufgabe von T : 2 — Q bestehe darin, einmal mit einem Loffel um-
zurithren. Welches Verhalten erwarten wir von der Tinte? Nimmt man eine beliebige Menge
B C Q, so wird der Anteil der Tinte in B - nach einer ausreichend groien Anzahl von Riihr-
vorgédngen - mehr oder weniger dem Prozentsatz der Tinte im gesamten Glas entsprechen.

Definition 3.17. Eine maftreue Abbildung T auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, 1)
heifst stark mischend, falls fiir jede Wahl von Mengen A, B € A

Tim ju(T"(A) 1 B) = u(A)u(B)
gilt.

Die Eigenschaft stark mischend zu sein kann auch, falls pu(B) > 0, dquivalent formuliert
werden:

—n
- p(T~"(A) N B) ()
n—00 w(B)
D.h. nach einiger Zeit ist der Anteil von A, der sich in B befindet (unter Iteration durch 7T'),
nahe an der Groe von A (das ist der Anteil von A in Q).
Starkes Mischen kann auch als eine Aussage iiber asymptotische Unabhéngigkeit gesehen

werden. Ist 7' stark mischend, dann ist 77" (A) schliefllich unabhéngig von B.

Definition 3.18. Eine maftreue Abbildung T auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, .A, 1)
heifst schwach mischend, falls fiir jede Wahl von Mengen A, B € A

. 1 n—1 »
Jim - 0 |W(T7(A) N B) = w(A)u(B)| =0
7=
gilt.
Es ist leicht ersichtlich, dass jede stark mischende Abbildung schwach mischend ist. Die
Umkehrung gilt i.A. nicht.

Auch die Ergodizitéit lasst sich mittels dieser Terminolgie umformulieren.

Satz 3.19. Sei T eine mafStreue Abbildung auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, iv). Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) T ist ergodisch.
(b) Fiir jede Wahl von Mengen A, B € A gilt
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Beweis: Wir nehmen zun#chst an, dass T' ergodisch ist und wéhlen A, B € A. Dann ist 14
integrierbar und mit dem Birkhoff Ergodensatz erhalten wir

n—1

.1 i\ .
nangO - EO 140T"(x) = pu(A) fast sicher
und damit .
1= ; .
TLILH;O - E_O 14(T"(x))1p(z) = u(A)1p(x) fast sicher

Da fiir alle n € N

1 n—1 )
S T @) 1p()| <1
i=0
folgt aus dem Satz iiber die majorisierte Konvergenz
1 n—1 ' 1 n—1 4
nh—>Holo - ZO p(I"(A)NB) = nh_)rréo o ZO 14(T"(x))1p(z) du(zx)
1= 1=

n—1
_ /Qlim LS (T (@) 15(2) dpu(a)
=0

n—oo N, 4

- / 1(A) 1p(x) du(z)
— (A u(B)

Wir nehmen nun an, dass (b) gilt und zeigen (a). Sei dazu A T-invariant, d.h. T-1(A) = A.
Dann gilt

n—1

p(A)? = lim —> " u(T7H(A) N A) = p(A)
und damit p(A) € {0,1}. Damit ist (a) gezeigt.

Offensichtlich ist jede schwach mischende Abbildung ergodisch. Die Umkehrung gilt i.A.
nicht.

Die Zusammenhiénge sind in folgendem Satz zusammengefasst:

Satz 3.20. Sei T eine majfStreue Abbildung auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, u).
1. Ist T stark mischend, dann ist T schwach mischend.
2. Ist T schwach mischend, dann ist T ergodisch.

Interessanterweise reicht es aus die Mischungseigenschaften auf einem die o-Algebra er-
zeugenden Halbring zu zeigen.

Lemma 3.21. Sei (2, A, ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und H ein A erzeugender Halbring.
Fiir jedes A € A und jedes € > 0 existiert eine Menge H darstellbar als endliche Vereinigung
disjunkter Mengen aus H mit

wWAAH) <e
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Beweis: (Skizze)

Sei A € A und € > 0. Nach der Konstruktion des Satzes von Caratheodory existiert eine
Menge H*(¢) = Upeny Hn 2 A mit (Hy)peny € H und p(H*(e)) < p(A) + €/2 und damit
w(H*(e)\A) < /2. Mit der Stetigkeit von unten gilt

lim (U Hz> =u| U Hi | =nH ()
=1

womit ein ng € N existiert mit
no
0 < p(H*(e)) — p (U H) <e/2
i=1

Mittels H := J;"°; H; erhalten wir schlielich
W(ADH) = p(H\A) + u(A\H) < u(H*(\A) + u(H* ()\H) < /2 + /2 = ¢

Aus der Mafitheorie ist bekannt (siehe z.B. Silva [Proposition 2.7.3]), dass die Menge H auch
als endliche Vereinigung disjunkter Mengen aus H geschrieben werden kann.

Lemma 3.22. Sei T' eine mafitreue Abbildung auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, p)
und H ein A erzeugender Halbring.

1. Gilt fiir jede Wahl von Hy,Hy € H

lim p(T7"(H1) N Hs) = p(H1)p(Hs)

n—o0

dann ist T stark mischend.

2. Gilt fir jede Wahl von Hi,Hy € H
1 n—1 '
nh_)fgon;‘ﬂ(T (H1) N Ha) — p(Hy)p(Hs)| = 0

dann ist T schwach mischend.

3. Gilt fir jede Wahl von Hy, Hy € H

S () 1 ) = p(H)a()

dann ist T ergodisch.

Beweis: (Skizze)

Wir beschrénken uns auf den Nachweis von (1). Die beiden anderen Aussagen lassen sich auf
analoge Weise zeigen.

Seien A, B € A mit positivem Maf. Nach Lemma 3.21 existieren fiir ¢ > 0 disjunkte Mengen
I; € H,je{l,...,p}, und disjunkte Mengen J;, € H, k € {1,...,q}, mit

WAAH,) <e und w(AAHp) <e
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wobei Hy = Jj_, I; und Hp = U]_, Ji. Fiir jedes k € {1,...,q} gilt dann

n—oo n—o0

p
lim p(T"(Ha)NJy) = lim p | T (I | 0T
j=1
p
= nlLHgoZu(Tin(Ij) N Jk)
j=1

p
= angrolou(T*"(Ij) N Jk)
j=1

und auf analoge Art und Weise

lim p(T~"(Ha) N Hp) = p(Ha) n(Hp)

n—oo

Damit exitiert ein ng € N mit

‘M(Tin(HA) ﬂHB) — ,u(HA) ,u(HB)‘ <e

fiir alle n > ng. Die Behauptung folgt nun durch mehrmalige Anwendung der Dreiecksun-
gleichung.

Wir haben weiterhin das Ziel zu zeigen, dass unsere 3 Beispiele (Zelt, Ly und Linksshift)
ergodisch sind. Im folgendem Zwischenschritt zeigen wir zunéchst, dass der Linksshift stark
mischend und damit ergodisch ist.

Beispiel 3.23. Der Linksshift Operator ¢ ist stark mischend und damit schwach mischend
und ergodisch.
Dazu betrachten wir zunéchst die Rechtecke

Ra = {ko} x{ki} x- - x{kn,x{1,...,N} x{1,....N} x ... und
Rp = {lo} x{l} x- - x{lny}x{1,...,N} x{1,...,N} x ...

Dann gilt fiir n > [,

o "(Ra)NRp
N N
— U ({ml}x---x{mn}XRA)ﬂRB
mlf]lv mp=1 N
_ U U{lo}X{l1}><--'X{lnB}X{mln3+1}><"'><{mn}><RA

mlnB+1:1 mp=1
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wobei die rechte Seite einer Vereinigung iiber disjunkte Mengen entspricht. Damit gilt

JIx; (O’fn(RA) N RB)

N N
= > D ma({lor x {l} < x {lng b x {mu, 1} X x {mn} x Ra)
mlnB+1:1 mp=1
N N ng n nA
= > 2 (IIvdwh)( 1T o@mb || 11 9@k
My, +1=1  mn=1 \ip=0 J=lng+1 ia=0

= | [T ot | | TT 9k

iBZO iAZO

= py(Ra)py(Rp)
Mit Lemma 3.22 folgt die Behauptung.

Bevor wir mit Hilfe des Linksshiftoperators o zeigen, dass auch die Zelt-Abbildung ¢ und
die logistische Abbildung L4 stark mischend beziigl. den entsprechenden invarianten Mafien
A bzw. f.d\' sind, betrachten wir ein Beispiel, das Sie (hoffentlich) schon aus den Analysis
Grundvorlesungen kennen, die dyadische Transformation Dj : [0,1) — [0, 1), definiert durch

Dy(z) = 2z (modl).

Wir iiberlegen uns der Reihe nach einige Figenschaften von Ds und ihren Zusammenhang
mit dem Linksshiftoperator o auf Xs:

e D ist maftreu auf ([0,1),B([0,1)),\) da fiir jedes = € [0,1)
Dy '([0,2]) = {z € [0,1] : D2(2) € [0,2]} = [0, §] U [3, *F1],
und daher auch
AP ([0, 2]) = A ([0, 5]V [5, ) ==
gilt. Zusétzlich gilt offensichtlich D3 (z) = 2"« (mod1) fiir jedes n € N.

e Wir setzen Iy = [0,3),11 = [3,1) und codieren den D,-Orbit von z € [0,1) mittels
Io,[li
h(z) ==k € ¥y <= Dy (x) € I, fiir jedes n € Ny

Die damit induzierte Abbildung h : [0,1) — X ist offensichtlich wohldefiniert und
liefert genau die Bindrentwicklung von x. Obwohl die Transformation h bekannt sein
sollte, diskutieren wir hier kurz ihre wichtigsten Eigenschaften und iiberlegen uns zuerst,
wie h~!(R) fiir diinne Rechtecke R € hs aussieht. Zwecks Vereinfachung der Notation
schreiben wir kurz

{ko} x{k1}x- - x{kn} x I :={kot x{k1} x - x{kn} x{1,..., N} x{1,...,N}x---,

fsoll heiBen: invariant beziiglich des Wahrscheinlichkeitsmafes u das absolut stetig beziigl. A mit Dichte f.

ist
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wobei der Stern andeuten soll, dass es ab der n+2-ten Koordinaten keine Einschrinkun-
gen gibt. Damit erhalten wir nun offensichtlich fiir n =0

{0} x k) =1[0,5), hTH{1} x %) =[5.1),

also
Ufko} x ) = [A, B 4 1) = B Ko 4 Ay —: fo(k).
Fiir n =1 gilt
{0} x {0} x *) = [0,7), hTH({0} x {1} x %) = [}, 3),
T {0y x %) = [5.9), AL x {1} x k) =[3.1),
und damit

kot x ki x ) =R+ E Ro kg by Rk ke By Ly = T(K).

Analog folgt fiir jedes feste n € Ny der folgende Zusammenhang:

n

W (ko) x {ki} - x {kad x k) = |3 ;jl, > ;jl + 2,}“) = I,(k) (3.2)

=0 =0

Nachdem der Halbring b aller diinnen Rechtecke ein Erzeuger von B(X2) ist, und offen-
sichtlich I,,(k) € B([0, 1)) fiir jedes n € Ny und jedes k € ¥4 gilt, ist die Transformation
h:(]0,1),B(]0,1)) — (X2, B(32)) messbar.

Bezeichnen wir mit 2 die Gleichverteilung auf {0, 1} und mit uy, das induzierte Wahr-
scheinlichkeitsmaf auf B(33) geméf Satz 2.11, dann folgt weiters

oy (Ko} x (ht} - x {hn} x ) = oo = A(In(k))

2n+1
= A(h7 ({ko} x {k} -+ x {kn} x %))
= N'({ko} x {k1} - x {kn} x k)

fiir jedes k € X5 und fiir jedes n € Ny, es gilt also \* = g, .

e Fiir jedes k € X5 ist die Folge (I,,(k))nen, von Intervallen geméfl Gleichung (3.2) strikt
fallend, ihr Durchschnitt ist hochstens einpunktig und es gilt

ﬂ In Z ol g(k).
=0
Die damit induzierte Abbildung g Yo — [0,1] erfiillt g o h = idjpyy: Fiir z € [0,1)
mit h(z) = k folgt nimlich z € h™1 ({ko} x {k1}--- x {kn} x %) fiir jedes n € Ny und

damit z = g(k), also g(h(x)) = z. Daraus folgt sofort die Injektivitéit von A und die
Surjektivitiat von g.
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e Sei z € [0,1) und gelte k = h(z). Dann folgt (per definitionem) D% (x) € I, fur
jedes n € Ny, und damit natiirlich auch D3 (Dsx) € Iy, ., fiir jedes n € Ny. Letzteres
ist aber gleichbedeutend mit h(Dyz) = o(k) = o(h(x)). Mit anderen Worten, das
folgende Diagramm ist kommutativ, i.e., es gilt ho Dy = o o h (Pfeile mit Doppelspitze
symbolisieren Injektivitét):

0,1) 22~ [0,1) (3.3)

1| |»

e Die Abbildung g ist zwar surjektiv, aber nicht injektiv; beispielsweise gilt fiir k =
(0,1,1,T) und 1 = (1,0,0,0) offensichtlich g(k) = g(1) = . Nichtsdestotrotz ist g
aber zumindest injektiv auflerhalb einer Nullmenge: Wenn wir mit N die Menge al-
ler Elemente von Yo bezeichnen, die schlieBlich konstant! sind, dann ist N abzihlbar
unendlich, messbar, erfiillt 19,(N) = 0 und ¢ ist injektiv auf g \ N. Weiters gilt of-
fensichtlich o~(N) = N.

Definieren wir andererseits die Menge M als

M={k:neNie{0,1,...,2" - 1}},

dann ist M abzihlbar unendlich, erfiillt daher A\(M) = 0, und es gilt D; (M) = M.
Weiters ist die Abbildung A : [0,1) \ M — X5\ N sogar bijektiv, ihre Inverse entspricht
genau g (eingeschrénkt auf Yo \ N).

Le.: die zwei dynamischen Systeme ([0,1),8([0,1)), A, D2) und (X9, 8(%), o, puy,) ent-
sprechen einander zumindest auflerhalb einer Nullmenge (also auf einer 1-Menge) und
konnen daher als dynamisch gleich oder isomorph betrachtet werden.

Wir werden in der Folge zeigen und verwenden, dass isomorphe dynamische Systeme
auch die gleichen Mischungseigenschaften haben, und die Mischungseigenschaften von ¢ und
L4 von jenen des Shiftoperators ableiten.

Definition 3.24 (Isomorphie dynamischer System).
Zwei dynamische Systeme (Q1, A1, n1,Th), (Q2, Az, po, T2) heiffen isomorph genau dann wenn
die folgenden Aussagen gelten:

1. Es existieren Menge A1 € Ay, Ao € A mit (A1) =1 = p2(A2) und T1(A1) C Ay und
TQ(AQ) C As.

2. Es existiert eine invertierbare maftreue Transformation’ h : Ai — Ao, sodass das
folgenden Diagramm kommutativ ist:

AN ——M\ (3.4)

IR

AQTAQ

Ti.e.7 die Menge aller k fiir die ein Index no = no(k) existiert, sodass k, konstant fiir alle n > ng
fformal sauber: Die Transformation h ist messbar beziiglicher der Spur-o-Algebren A1 N A; und As N A
und es gilt plTl = U2
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Mit den obigen Voriiberlegungen haben wir also folgendes Resultat gezeigt:
Satz 3.25. Das dynamische System ([0,1),B([0,1)), \, D2) ist isomorph zu (32, B(X2), ft9,,0).

Isomorphe dynamische System haben die selben Mischungseigenschaften - es gilt das
folgende Theorem:

Satz 3.26. Angenommen die dynamische Systeme (Q1, A1, u1,Th) und (22, Ag, po, To) sind
isomorph, dann gilt:

o (1, Ay, p1,T1) ist stark mischend genau dann, wenn (g, As, u2, To) stark mischend

18t.

o (Q, Ay, p1, 1) ist schwach mischend genau dann, wenn (Qa, Az, u2, T2) schwach mi-
schend ist.

o (0, Ay, p1,Ty) ist ergodisch genau dann, wenn (Qa, Aa, ua, To) ergodisch ist.

Beweis: Wir beweisen nur die erste Aussage, die Beweise der anderen beiden verlaufen
analog. Beachten Sie im Beweis, wie hier die Mengen A; in’s Spiel gebracht werden.
Angenommen (1,41, 11,71) ist stark mischend, wir wollen zeigen, dass dann auch das
System (2, A, o, T») stark mischend ist, i.e., dass fiir beliebige A, B € As

lim pi5(T5 " (A) N B) = p2(A)p2(B)

n—o0

gilt. Unter Verwendung von

po(Ty (AN B) = pl(Ty (AN A) NBNAy) =y (1T (AN Ag)) N~ (BN Ag)))

= Tfn (h_l(AﬂAg)) ﬂh_l(BﬂAg)
=:CeA1NA; =:DeA1NA1

liefert die Tatsache, dass T; stark mischend ist, sofort

Dim pp(T,"(A) N B) = lim i (T7"(C) N D) = pn(C)m (D)
= (A (AN A2) - pa(h (BN Ag)) = pa(AN Ag) - pa(B N Ag)
= p2(A)p2(B)

und die erste Aussage folgt.
Satz 3.27. Das dynamische System ([0,1),B([0,1)), A, D) ist stark mischend.

Wenn wir nochmals in Ruhe auf den Beweis von Satz 3.26 blicken, so sehen wir, dass
fiir den Beweis der ersten Implikation (7} stark mischend impliziert T, stark mischend) nur
verwendet wurde, dass h : A; — Ay mafitreu ist (i.e., dass u’f = po gilt). Erst fiir den
Beweis der Riickrichtung (7% stark mischend impliziert T3 stark mischend) benétigt man die
Bijektivitit von h, weil in diesem Fall dann A~ : Ay — A; ebenfalls maBtreu ist. Dies fiihrt
zu folgender schwécheren Form von Isomorphie.
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Definition 3.28 (Faktor dynamischer System).
Ein dynamisches System (Qqa, Ag, 2, To) heifit Faktor des dynamischen Systems (1, Ay, u1,Th)
genau dann, wenn die folgenden Aussagen gelten:

1. Es existieren Mengen Ay € Aj,As € Az mit pu1(A1) = 1 = pa(A2) und T1(A1) C Ay
und TQ(AQ) g A2.

2. Es existiert eine maftreue Transformation’ h : Ay — A, sodass das folgenden Dia-

gramm kommutativ ist:

hi \Lh
Ay —— Ay

Ts

Wir haben also implizit schon folgendes Resultat bewiesen:
Satz 3.29. Sei (Qo, As, 2, To) ein Faktor von (4,.A1, pu1,T1), dann gilt:
o Ist (1, A1, p1,T1) stark mischend, dann auch (Qa, Az, po, Ts).

o Ist (1, A1, 1, Th) schwach mischend, dann, wenn (Qo, Aa, po2,T) schwach mischend
15t.

o Ist (1, A1, u1,Th) ergodisch, dann auch (Qo, Az, 2, Ta). ergodisch ist.

Als finalen Schritt betreffend Mischungseigenschaften zeigen wir jetzt, dass die Zelt-
Abbildung ¢ und die logistische Abbildung L4 stark mischend sind.

Satz 3.30. ([0,1),B([0,1)),\,t) ist ein Faktor von ([0,1),B([0,1)), X, D2) und als solches
stark mischend.

Beweis: Setzen wir h = ¢ dann ist h : [0,1) — [0,1) maftreu (und nicht invertierbar). Fiir
jedes = € [0,1) ist leicht nachzurechnen, dass h o Dy(z) = t o h(z) gilt, womit die erste
Aussagen bewiesen ist. Die zweite Aussage folgt sofort via Satz 3.29.

Bemerkung 3.31. Die im Zusammenhang mit Dy verwendete Idee der Codierung von Orbits
mittels der Partition Iy = [0, %),Il = [%, 1) ldsst sich auch auf ¢ iibertragen, und es kann
gezeigt werden, dass ([0, 1), B([0,1)), A, t) sogar isomorph zu ([0,1), B([0,1)), A, D2). Wir sind
oben den Weg iiber den Faktor gegangen, um, erstens, Faktoren von dynamischen Systemen
kennenzulernen und, zweitens, weil die Konstruktion einer direkten Isomorphie (also ohne

‘Umweg’ iiber Y9 wesentlich aufwéndiger ist).

Satz 3.32. ([0,1),B([0,1)), f«d\, L4) ist isomorph zu ([0,1),B([0,1)), \,t) und daher stark
maschend.

Beweis: Wir haben schon im zweiten Abschnitt (siehe Gleichung 2.4) gezeigt, dass die res-
kalierten Versionen ¢ und Ly der Zelt-Abbildung und der logistischen Abbildung topologisch
konjugiert sind und haben dariiber das Ly-invariante MaB ,uf*T konstruiert. Die behaupte-
te Isometrie von ([0,1),B([0,1)), f«dX, Ly) und ([0,1),B([0,1)), A, t) folgt daher sofort. Die
zweite Aussage ist abermals eine direkte Konsequenz von Satz 3.29.

fformal sauber: Die Transformation h ist messbar beziiglicher der Spur-o-Algebren A1 N A; und As N A
und pit = po
Talso das MaB mit Dichte f. beziigl. A auf [0, 1)
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Bemerkung 3.33. Bemerkung 3.31 und Satz 3.32 implizieren, dass auch die logistische Ab-
bildung L4 isomorph zum Shiftoperator o ist, genauer formuliert: die dynamischen Systeme
([0,1),B([0,1)), f«d\, Ly) und (X2, B(X2), pt9,,0) sind isomorph.

Bevor wir diskutieren, wie die in Abschnitt 1 formulierten Eigenschaften tiber geschach-
telte Quadratwurzeln von 2 mit Hilfe der bisher in der Vorlesung bewiesenen Resultate herge-
leitet werden konnen, rekapitulieren wir und iiberlegen uns, was die Ergodizitdat von Do, t, Ly
fiir Konsequenzen fiir die Orbits ‘typischer’ Punkte hat. Wir betrachten dabei zuerst Do, die
erhaltenen Aussagen gelten aber auch fiir £ und Ly.

Aus Analysis I ist bekannt, dass die euklidische Topologie O in [0,1) (bzw. in ganz R)
eine abzihlbare Basis hat: Q2 ist abzihlbar, die Menge aller offenen, nichtleeren Intervalle
I, := (an, by) mit ap, b, € QN[0,1) und a, < b, ist daher ebenfalls abzéihlbar. Offensichtlich
existiert fiir jedes x € [0, 1) und jede offenen Menge U C [0,1) mit x € U ein Intervall (ay, by,)
mit & € (ap, by) C U, die Familie ((an, bn))nen ist daher eine abzéhlbare Basis der Topologie.

Fiir jedes k € N gilt A(1})

= b — ag > 0, der Birkoff’sche Ergodensatz liefert daher die
Existenz einer Menge Ay, € B([0, 1

) mit A(Ag) = 1, sodass fiir jedes x € Ay

1 )
lim — " 1p,( ’2(3:)):/[ )11kd)\:)\(lk)>0
-0 0,1

gilt. Insbesondere ‘besucht’ x via Dy die Menge I, unendlich oft (warum?). Setzen wir A =
Mr—; Ax dann folgt sofort A € B([0,1)) und A(A) = 1. Jedes = € A ‘besucht’ daher via Dj
jedes Iy unendlich oft. Nachdem (Ij)xen eine abzéhlbare Basis der Topologie ist, und jedes
I, von einem solchen x unendlich oft besucht wird, bedeutet dies insbesondere: Fiir x € A
ist der Orbit Op,(z) dicht in [0,1). Mit anderen Worten: A-fast jeder Punkt x € [0,1) hat
einen dichten Dy Orbit. Wir haben also folgendes Resultat bewiesen.

Satz 3.34. \-fast jeder Punkt x € [0,1) hat einen dichten Dy-, einen dichten t- und einen
dichten L4-Orbit.

Wir schlieBen dieses Kapitel nun, wie angekiindigt, mit den in Abschnitt 1 erwidhnten
Resultaten betreffend geschachtelte Quadratwurzeln aus 2 ab und rufen uns folgende Eigen-
schaften in Erinnerung:

(S1) :[~2,%] = [-%, 2] und Ly : [-2,2] — [~2,2] sind definiert durch

S 2e+ 5 ifxe[-5,0]
t(x)—{ -2z 475 ifxel0,T],

und Ly(z) = —22 + 2.

(S2) Definieren wir h : -5, §] — [~2,2] durch h(z) = 2sin (z), dann ist h ein Homomor-
phismus und das folgende Diagramm kommutativ, i.e., es gilt hot = Lyoh:
m™ T f T T
=5, 3] —1[-%, %] (3.6)
hi ih
[-2,2] —[-2,2]
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Anders ausgedriickt, fiir jedes = € [—2, 2] gilt die Gleichheit
hotoh ™ (z) = Ly(x). (3.7)

Fiir die néchsten Schritte definieren wir die Abbildungen w_; : [-2,2] — [-2,0] und w; :
[—2,2] — [0,2] durch w_;(x) = —v/2 — 2 and wi(z) = 2 —x und setzen J_; = [-2,0]
sowie J; = (0,2]. Weiters definieren wir 3 := {—1,1}Y0 um die selbe Notation wie im
Originalpaper [2] zu verwenden'. Der Schliissel zu den Resultaten in [2] ist folgende, einfach
nachzurechnende Relation:

w_1(Ly(z)) falls z € J_y,
= - 3.8
v { wy(Ly(z)) falls z € Jy (38)
Tatséchlich gilt fiir x € J_
w_1 0 ﬁ4(x) 2 — L4 () = -V —|z| = =z,
und fiir x € J;
wi o Ly(x) = \/2 — Ly(z) = Va2 = |z| = z.
Codieren wir nun den #-Orbit von z € [—%, Z] mittels I_; = [-3,0],1; = (0,%] und den
£4—Orb1t von x € [—2,2] mittels J_q, J1A und bezeichnen die entsprechenden Codierung mit
Cr:[-5,5]— Sy bzw. C}, + [=2,2] = ¥y, dann gilt offensichtlich
Ci(z) = Cp, o h(z) (3.9)

Fir Ci(x) = (ko, k1, ke,...) € 33y folgt daher mit Gleichung (3.8) und dem kommutativen
Diagramm (3.6)

hz) = Wko(iwh{x))fwko(ho ( ))—wkoowkl(hohot( z))
= wy, 0wk, (La 0 Ly o h(w)) = wiy 0 wiy ((La)? 0 h(x)).

Mehrmaliges Anwenden derselben Idee liefert nach n Schritten

h(x) = wko (¢] U}kl O-+-0 wkn ((ﬁ4)n+1(h(ﬂi)))

= kor|2— k1 Q—kg\/Q—kg\/---—kn\/2—(ﬁ4)”+1(h(x)) (3.10)

Der letzte technische Schritt ist zu zeigen, dass die verschachtelte Quadratwurzel in Gleichung
(3.10) auch tatséchlich konvergiert, selbiges ldsst sich abermals problemlos durch Ubersetzung
auf f bewerkstelligen, die Details kénnen in [2] (Stichwort: Address map) nachgelesen werden.

Bezeichnen wir mit Jj_z =y die stetige Gleichverteilung auf [—5, 5], dann folgt aus der
Tatsache, dass die Zelt—Abblldung isomorph zum zu ¢ auf ¥ (und damit auch auch 3s) ist,
dass fiir U=z =-fast jedes x € [, 7] die Folge Cj(z) =k € 339 normal ist, i.e., es gilt

n—1 n—1

.1 1 |
Jim 5 2t =5 = fim 05 iy (k)

"Die Linksshift-Operatoren auf den entsprechenden Riumen sind natiirlich isomorph
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Aus Gleichung (3.9) und der Tatsache, dass der Homdomorphismus h absolut stetig ist, folgt
daher, dass fiir J_z z)-fast jedes z € [-5, 3] die Folge C; (h(z)) = k € X3 normal ist.

Damit haben wir a1820 folgendes Theorem bewiesen:

Satz 3.35 ([2]). Fir J_z =z)-fast jedes x € [-5, 3] ist die Ly-Codierung C;,(h(z)) =k €
{—1,1}0 von h(x) normal und es gilt

2sin(x) = lim kOJ 2 — kl\/2 — kg\/Q — k3 ... — kaV2. (3.11)

n—o0



Kapitel 4

Entropie

4.1 Zufall und Information

Die Entropie eines dynamischen Systems kann intuitiv als eine Zahl beschrieben werden, die
den Grad der Unvorhersehbarkeit / Unsicherheit im System ausdriickt.

Miinzwurf I: Angenommen, wir haben eine faire Miinze mit den méglichen Ereignissen Wap-
pen (1) und Zahl (2), welche beide mit Wahrscheinlichkeit 1/2 eintreten; Grundraum {1, 2}.
Beim Wurf von zwei Miinzen enstpricht unser Grundraum {1,2} x {1,2} und jedes der vier
moglichen Ereignisse tritt mit Wahrscheinlichkeit (1/2)? = 1/4 ein. Beim Wurf von n Miinzen
enstpricht unser Grundraum {1,2}" und jedes der 2" mdoglichen Ereignisse tritt mit Wahr-
scheinlichkeit (1/2)™ ein. Werfen wir die Miinze unendlich oft (mit Beginn bei Zeitpunkt 0
= Gegenwart und Zukunft = {1,2,...}), dann kénnen wir den Grundraum

Q=3 ={1,2}M

mit zugehoriger Borel’scher o-Algebra B(X2) und dem Produktmaf ju9, mit

n

po, (R) = [ [ 92({k:})

1=0

fiir jedes diinne Rechteck R € ho der Form R = {ko} x {k1} x--- x {kn} x{1,2} x{1,2} x---
zur Modellierung verwenden, wobei ¥2({1}) = 1/2 = ¥2({2}) [vgl. Notation in Kapitel 2].
Fiir k = (ko, k1, k2, ...) € Xy entspricht ky dem Resultat des Miinzwurfs in der Gegenwart
und k, dem Resultat des Miinzwurfs zum Zeitpunkt n.
Betrachten wir ein weiteres Element 1 = (lg,l1,l2,...) € X2, welches mittels l,, = k,41 fiir
alle n € Ng mit k verbunden ist; 1 entspricht k um eine Zeiteinheit in die Zukunft verschoben.
Dies legt ein dynamisches System nahe, das jede Sequenz nach links verschiebt (Linksshift),
d.h.

ok)=1

Wie wir bereits gesehen haben, ist der Linksshift ergodisch.
[Durchdenken Sie das obige Beispiel mit beliebig vielen N € N anstatt mit N = 2 gleich-
wahrscheinlichen Ausgéngen.|

45
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Obwohl das eben beschriebene dynamische System vollkommen deterministisch ist, be-
steht eine gewisse Unsicherheit das Verhalten des dynamischen Systems [fiir N > 1] aus
unvollkommenem Wissen vorherzusagen. (Formal spiegelt sich dies in der Tatsache wider,
dass die Entropie eines Linksshifts [fiir N > 1] ungleich Null ist.)

Um den Begriff Entropie zu verstehen, ist es wichtig, Unvorhersehbarkeit aus einem anderen
Blickwinkel zu betrachten.

Minzwurf II: Angenommen, wir haben eine faire Miinze 1000 Mal geworfen. Die Kennt-
nis der Ergebnisse dieser Wiirfe hilft uns nicht den néchsten Wurf vorherzusagen: Es gibt
immer noch eine 50%-ige Chance auf Wappen und eine 50%-ige Chance auf Zahl. Formaler:
Sei f: 39 — {1,2} eine Funktion gegeben durch

f(k) := k1000

Dann liefern die ersten 1000 Wiirfe &, . . . kggg keine Information iiber den Ausgang des Wurfs
zum Zeitpunkt 1000. Damit ist der Linksshift o zu einem gewissen Grad unvorhersehbar.

4.2 Definition und Eigenschaften

Nachdem wir Entropie als Begriff motiviert haben, wollen wir nun noch die mathematische
Definition der Entropie motivieren; vgl. dazu Kapitel 2 in [3].

Zunichst allgemein: Fiir eine maflerhaltende Transformation 7' auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, A, 1) wollen wir eine nichtnegative GroBe H = h(T') definieren, welche die
Unsicherheit dariiber misst, wohin 7" die Punkte von € verschiebt. Der Wert von h(7") soll
dabei den Wert an Zufdlligkeit (im Sinne von Unvorhersehbarkeit / Unsicherheit) widerspie-
geln, der durch T erzeugt wird. Wir wollen h(T') so definieren, dass

(i) die Menge an Informationen, die durch eine Anwendung von 7' gewonnen wird, propor-
tional zur Menge der entfernten Unsicherheit ist, und dass

(ii) A(T) isomorphismusinvariant ist, d.h. isomorphen Transformationen wird die gleiche
Entropie zugeordnet.

Nun genauer: Angenommen, wir interessieren uns fiir die Lage eines Punktes w im Grundraum

Q.

e Wird Q in 2 Mengen mit gleichem Maf} aufgeteilt und wissen wir, zu welcher dieser
Mengen der Punkt w gehort, dann haben wir 1 Bit an Information iiber die Lage von
w. (Die beiden Hélften von € kénnen mit 0 und 1 codiert werden.)

e Wird  in 4 Mengen mit gleichem Maf} aufgeteilt und wissen wir, zu welcher dieser
Mengen der Punkt w gehort, dann haben wir 2 Bits an Information iiber die Lage von
w. (Die vier Viertel von €2 kénnen mit 00, 01, 10 und 11 codiert werden.)

e Allgemeiner: Wird Q in 2*¥ Mengen mit gleichem Maf aufgeteilt und wissen wir, zu
welcher dieser Mengen der Punkt w gehort, dann haben wir k& Bits an Information iiber
die Lage von w.
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e Die vorangegangene Beobachtung legt folgende Interpretation nahe: Wird €2 in n Men-
gen mit gleichem Maf aufgeteilt und wissen wir, zu welcher dieser Mengen der Punkt
w gehort, dann haben wir log,(n) Bits an Information iiber die Lage von w.

e Es besteht allerdings keine Notwendigkeit, €2 tatséichlich in Stiicke zu teilen: Betrachten
wir dazu eine (messbare) Teilmenge A von  mit pu(A) = 1/n. Wissen wir, dass w
zu A gehort, dann haben wir log,(n) Bits an Information iiber die Lage von w. Gilt
p1(A) = p > 0 und wissen wir, dass w zu A gehort, dann haben wir logy(1/p) = — logy(p)
Bits an Information iiber die Lage von w.

e Nehmen wir nun an, € sei in endlich viele Teilmengen Aq,..., A, mit zugehorigen
Wahrscheinlichkeiten p1, ..., p,, unterteilt, d.h.

pi >0 und ipizl

Dann entpricht
sz logy(1/pi) = sz log,(pi)

der Menge an Information, d1e wir (im Sinne der Wahrschelnhchkeitstheorie) iiber die
Lage von w erwarten kénnen.

Sei (2, A, 1) ein Wahrscheinlichkeitsraum und & = {A4i,..., A} eine Partition von  in
endlich viele messbare Mengen mit zugehorigen Wahrscheinlichkeiten py, ..., p, € [0, 1] (jede
der Mengen Ay, ..., A, nennen wir Atom von §). Dann definieren wir die Entropie dieser
Zerlegung mittels

H(S) = H(pl, . vpm = sz IOg pz (4'1)

Konvention: Fiir p = 0 setzen wir p log(p) := 0.

Da die Entropie aus der Informationstheorie stammt (Informationen werden iiber binére Se-
quenzen iibertragen), bevorzugen einige Autoren die Verwendung des Logarithmus zur Basis
b = 2. Wir werden im Folgenden den natiirlichen Logarithmus verwenden — andere Skalie-
rung. Beachten Sie, dass die Entropie niemals negativ ist.

Warum ist dies eine geeignete Definition fiir Unsicherheit?

Stellen wir uns die Partition S als ein Experiment mit m (sich gegenseitig ausschlieflen-
den) moglichen Ergebnissen vor. (Die Wahrscheinlichkeit fiir das i-te Ergebnis ist p;.) Wir
mochten, dass H(S) die Menge an Informationen beschreibt, die man durch die Durchfiithrung
des Experiments zu gewinnen erwartet. Alternativ kann man H(S) auch als die Menge
an Unsicherheit beziiglich des Ergebnisses des Experiments betrachten. Zum Beispiel ist
H({Q}) = —1-log(1) = 0, weil wir keine neuen Informationen gewinnen, wenn wir ein Ex-
periment durchfithren, dessen Frgebnis im Voraus bekannt ist. Wir listen zunéchst einige
Eigenschaften von H auf, welche man erwarten wiirde, wenn man H als Informationsgewinn
aus einem Experiment interpretieren wiirde.

e Die Entropie hingt nicht von den einzelnen Teilmengen ab, die fiir die Partitionierung
gewdhlt wurden, sondern nur von deren Wahrscheinlichkeiten. Eine Permutation der
Wabhrscheinlichkeiten p1, ..., p,, ldsst den Wert H(p1, ..., pm) unverdndert.
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e Ein Experiment liefert dann und nur dann keine Informationen, wenn wir sein Ergebnis

mit Sicherheit vorhersagen kénnen. Es gilt H(p1,...,pmn) = 0 genau dann wenn p; = 1
firein i € {1,...,m}.

e Wenn ein bestimmtes Ergebnis eines Experiments unmoglich ist, dann kann es nicht
schaden, es aus der Beschreibung des Experiments zu streichen. Es gilt H(p1,. .., pm,0) =
H(p1,...,pm)-

e Das am wenigsten vorhersagbare Experiment ist eines, bei dem alle Ergebnisse gleich
wahrscheinlich sind. H ist maximal genau dann wenn p; = 1/m fiir allei € {1,...,m}.

Letzteres lésst sich leicht zeigen: Dazu betrachten wir die Funktion f : [0,1] — [0, c0)

gegeben durch
0 t=20
ft) =
—t log(t) te(0,1]

Die Funktion f ist stetig und konkav und fiir pi,...,ps mit p; > O und " p; =1
liefert die Ungleichung von Jensen

L H(pr, ) = Y ) < 5 (;Zm) 1 () =~ 5 tosm)
=1 =1

woraus fiir jede Wahl von pi,...,p, mit p; > 0 und >, p; = 1 die Ungleichung

H(p1,...,pm) < — log(m)

folgt. Andererseits gilt bei Wahl von p; = 1/m fiir alle i

H(pi,...,pm) = — log(m)
Damit erreicht H(p,...,pmn) das Maximum fiir p; = 1/m fir alle i.

e Die Abbildung
(plu oo 7pm) — H(pla o ap’m)
ist stetig.

e Die letzte Eigenschaft ist etwas anspruchsvoller, aber immer noch intuitiv: Angenom-
men, wir haben zwei endliche Partitionen &; und Sy und sei

S1VSy = {AlﬂAQ A€ 81, A GSQ}

deren Vereinigung. Die Vereinigung entspricht der Durchfiihrung beider Experimente.
Wir wiirden erwarten, dass wir die gleiche Menge an Informationen erhalten, wenn wir
die beiden Experimente nacheinander durchfiihren, also

H(S1V &) =H(S)+ H(S2|8)

wobei H(S2|81) die erwartete (oder bedingte) Entropie von Sz gegeben S; beschreibt,
d.h. die gewonnene Menge an Informationen, die von der Durchfithrung des Experiments
Sy erwartet wird, vorausgesetzt, dass das Experiment S; bereits durchgefiihrt wurde.

Etwas genauer: Wenn das Experiment &1 durchgefithrt wurde, dann ist ein Ereignis
A1 beobachtet worden. Die Menge an Information H 4, (S2), die nun vom Experiment
Sy = {Az1,..., Ao m,} erwartet wird, ist gegeben durch die Entropie der Partition
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{AQ’J’ N Al}je{l,...,mz} von A1, also

<M(A2,1 NAp) (A2.my N A1)>
p(A) 7 u(Ar)

Dies wird noch gewichtet durch die Wahrscheinlichkeit p(A;) womit wir

H(S;|S1) = Y Ha,(S2) p(Ar)
A1€S

Ha (S2)=H

und schliefllich

H(Sl \/52) (31)+H(52|81 Z HA1 82 )
A1€S

erhalten.

Man kann nun zeigen, dass jede Funktion H, die alle diese Bedingungen erfiillt, so sein muss,
wie in Gleichung (4.1) beschrieben (fiir eine beliebige Wahl der Basis des Logarithmus).

Eine Partition So = {A21, ..., A2 m, } heiBt Verfeinerung der Partition S; = {A11,..., A1m, },
falls fiir jedes j € {1,...,ma} ein ¢ € {1,...,m1} existiert mit Ay ; C A;; (bis auf Nullmen-
gen). In diesem Fall schreiben wir §1 < Ss.

Ubungsaufgabe 3. Seien S; und Sy Partitionen von €.

e Es gilt S <81 VS und Sy < 81V Ss.

o Aus &1 < 8 folgt H(S1) < H(S3).

o Es gilt H(S2|S1) < H(S2).

e Es gilt H(S1V S2) < H(S1) + H(S2).
Beispiel 4.1. Sei Q = %y = {1,2}Y und betrachte die Mengen

B:={keQ: k=1} und B*:={keQ:k =1}
sowie die Partitionen S := {B,Q\B} und §* := {B*,Q\B*}. Dann gilt
N\B:={keQ: ky =2} und N\B":={keQ: k =2}
Fiir n € N definieren wir die Mengen (diese bendtigen wir spéter noch)
Ayaran s =K EQ : ky = am,0 < m <n — 1}

Dann gilt
SVSE ={A11,A12,A271, A2}

Damit ist S1 V Sy eine Verfeinerung von 81 und eine Verfeinerung von So.
Wegen 0~1(S) = {o71(B),c 1 (Q\B)} = {B*,Q\B*} = S* gilt demnach auch

SVol(8)={A11,A19,A21, Aga}

Induktiv lisst sich daher schliefen, dass die Partition SV o~ (S)V --- Vo~ =1(S) aus 2"
Mengen der Form Aqg a0, mit a; € {1,2}, i€ {0,1...,n — 1}, besteht.
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Die Entropie einer Partition fiithrt direkt zur Definition der Entropie eines dynamischen
Systems. Um dies zu motivieren, nehmen wir an, dass wir das Experiment zu verschiede-
nen Zeitpunkten wiederholen. Bei der ersten Durchfiihrung erhalten wir vermutlich einige
Informationen aus dem Ergebnis des Experiments. Der zweite Durchgang kann einige zusétz-
liche Informationen liefern (das Ergebnis eines Experiments kann sich von Durchfiihrung zu
Durchfiihrung #ndern). Und so weiter. Ist das dynamische System wvorhersehbar, dann lie-
fern spéitere Experimente nicht viel neue Informationen. Andererseits lernen wir in einem
unvorhersehbaren System, wie z.B. einem Miinzwurf, bei jeder Durchfithrung etwas Neues -
die erwartete Gesamtmenge an Informationen ist direkt proportional zur Anzahl der Wie-
derholungen des Experiments. Die Gesamtmenge an Informationen nach n Wiederholungen
entspricht

EMT,S)=H(SVT YS)VT4S)v---vT~-"=1(S))

wobel T7"™(S) ={T7™(A) : A€ S}. Da der Grenzwert

lim 1 E™(T,S)

n—oo N

existiert (siche Lemma 4.2; fiir die Subadditivitiit sieche Ubungsaufgabe 3), definieren wir

1
MT,S) := lim — E™(T,S)
n—oo n,
als die Entropie von T zur Partition S. Als Entropie von T bezeichnen wir schliellich den
Grenzwert fiir das effektivste Experiment:

MT) := sup h(T,S)

S endliche Partition von 2
Ubungsaufgabe 4. Es gilt H(T~Y(S)) = H(S).

Lemma 4.2. Fir jede subadditive Folge nicht-negativer reeller Zahlen {ay }nen existiert der
Grenzwert limy, o @y /1.

Beweis: Subadditivitit bedeutet hier, dass ap+q < a, + aq fiir alle p, g € N gilt.
Sei nun m € N. Fiir n € N mit n > m existieren dann k,7 € Nmit 1 <¢ < mund n = km-+i.
Die Subadditivitét liefert dann

Qn _ akm—l—i' < Akm-+i < Akm + a; <k am a; am a;
n km 4+ km km  km km  km m km

Aus n — oo folgt £ — oo woraus sich

. an am . a; A,
limsup — < — + limsup — = —
n—oo T m k—00 m m

ergibt. Da m beliebig war, folgt damit

. an . ap . . p0p
limsup — < inf — < liminf —
n—oo N neN N n—oco M

Also existiert der Grenzwert limsup,, ., %> und enstpricht inf,cn 2.
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4.3 Berechnung der Entropie

Die hergeleitete Definition der Entropie ist, aufgrund des Supremums {iber alle moglichen
endlichen Partitionen, praktisch nur bedingt handhabbar. Der folgende Satz beseitigt diese
Schwierigkeit, indem er uns erlaubt, nur eine einzige (erzeugende) Partition zu betrachten.

Satz 4.3. (ohne Beweis)

1. (Kolmogorov & Sinai 1958)
Ist S eine endliche, erzeugende Partition fir T, d.h.

U 77(s)

n€eNg
ist ein Erzeuger der o-Algebra A (bis auf Nullmengen), dann gilt h(T') = h(T,S).

2. (Krieger 1970)
Ist T' eine maferhaltende und ergodische Abbildung, dann besitzt T eine endliche, er-
zeugende Partition.

Wir bestimmen im Folgenden die Entropy unseres Miinzwurf Beispiels:

Korollar 4.4. (Minzwurf I11)
Wir betrachten das dynamische System (X2, B(X2), 0, p9,) zum Linksshift o wie zuvor. Dann

gilt h(o) = log(2).
Beweis: Wir definieren die Menge (vergleich Beispiel 4.1)
B:={keQ: k =1}
und die Partition S := {B,Q\B}; es gilt Q\B = {k € Q : ko = 2}. Dann besteht
SV HS) Vo 2(8) V.- Vo (8
aus 2" Mengen der Form
Asoaran =1k€Q by =am,0<m<n—1}

mit p(Aag,a1,....an_1) = 1/2". Damit erhalten wir

1
h(o,S) = nli_}ﬂ(:oEEn(O',S)
.1
= nh_ggo n Z — M(Aagar,an1) 108(1(Aag,ar1,....00-1))

ao,al,...,an—IE{l,Z}

1 1
= lim —2" — log(2")

n—o0o N on

= log(2)

Wegen
U T7"(S) = b2

neNp
und Lemma 2.10 gilt schlieflich h(o) = log(2).
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Analog zum Beweis von Korollar 4.4 liasst sich zeigen, dass fiir das dynamische System
(3N, B(XnN), 0, p9y) mit N € N gilt h(o) = log(N).
Satz 4.5. Die Entropie ist isomorphieinvariant.
Beweis: Seien (1,41, 11,T1) und (2, Az, p2,T2) zwei isomorphe dynamische Systeme.

Dann existieren Mengen A; € A, Ay € Ag mit p1(A1) = 1 = pe(Ag) und T1(A;) C Ay
und T5(A2) C Ag, und eine invertierbare mafitreue Transformation ¢ : Ay — Ag, sodass

Ty09p=¢oTh
Sei So = {Bi,..., By} eine Partition von Ag. Dann ist ¢~ 1(S2) = {¢~1(B1),...,¢ (Bm)}
eine Partition von A;. Wir setzen A4; := ¢~1(B;) fiir allei € {1,...,m}. Wir erhalten zunichst

fiir beliebige Elemente B;,, ..., B;, , € S2
p2(Big N Ty {(Biy) N---NTy "~ 1)(BM 1))

= (07 (Biy) NI (Bi) - o7 (1 V(B L))

= (67 Bi) NI @ Bi) N 0T V(7B L))

= (A NTTHA) N0 T 0 )<Ain,1>)
und mit A(n) := Ay DT (A) N 0T " (A4;, ) und B(n) == B, N Ty (Bs,) N -+ N
T, "B, )

hT2) = suph(Ts,S2)
So
= sup lim lE”(Tg,&é)

82 n—,oo N

1 .
= sup lim — H (\/?:_OlTQ_z(Sg))

82 n—oo N

—1

= sup lim — Y. na(B(n) log(pa(B(n))
Sz B(n)eVi 15 (S2)
- sup lim % 3 11(A(n)) log(pn (A(n)))

_ n—oo N i
¢~ 1(S2) AM)EVIT)I Ty (¢~ 1(S2))

= sup A(T1,¢ '(S2))
$~1(S2)

< sup h(T1,S1)
S

= h(T)
Damit ist die Behauptung gezeigt.

Aus Korollar 4.4, Satz 4.5 und den Resultaten in Abschnitt 3.4 erhalten wir abschliefend
folgendes Resultat:

Korollar 4.6. Die Entropie der dynamische Systeme

e ([0,1),B([0,1)), A1)

i ([07 1)7 B([Ov 1))5 f*d)\, L4)
betrigt log(2).
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