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Kapitel 0

Worum geht’s?

Vor dem Lesen des Skriptums empfiehlt es sich, einen Blick auf die die Vorlesung motivie-
renden Slides zu werfen, sieche Motivation_Fraktale.pdf

Hauptziel der Vorlesung ist es zu klidren, warum das Chaos Game (=roter Faden der
Lehrveranstaltung) ‘funktioniert’, warum also bei einem zufélligen Prozess - noch dazu bei
der Wahl unterschiedlicher Wahrscheinlichkeiten - immer dieselbe deterministische Struktur
(Attraktor, oftmals Fraktal) zum Vorschein kommt. Der Ergodensatz fiir das Chaos Game
(a.k.a. Satz von Elton) kldrt genau diese Frage und lésst sich im betrachteten Setting (orts-
unabhéngiger Auswahlwahrscheinlichkeiten) auch elegant beweisen.

Motiviert vom Chaos Game wird in der Vorlesung zuerst ein Abstandsbegriff fiir kompak-
te, nichtleere Mengen IC(€2) - die sog. Hausdorff Metrik dp - studiert und dann gezeigt, dass
der von einem Iterierten Funktionensystem (IFS) induzierte Hutchinson Operator (a.k.a. Col-
lage Operator) eine Kontraktion beziigl. d5 ist. Unter Verwendung der Vollstindigkeit von
(K(Q),dp) folgt daraus sofort die Existenz eines eindeutigen (global attraktiven) Fixpunkts
A* dem sog. Attraktor, der oftmals fraktale Struktur hat.

In vollkommener Analogie wird dann der ‘stochastische’ Weg zum Attraktor behandelt:
Ein Iteriertes Funktionensystem mit Wahrscheinlichkeiten (IFSP) induziert einen sog. Mar-
kov Operator im Raum P(2) der Wahrscheinlichkeitsmafe, der beziigl. einer geeigneten Me-
trik eine Kontraktion ist. Es existiert daher ein eindeutiges invarianten Maf3 ;1*, dessen Tréger
genau A* ist. Basierend auf dieser Eigenschaft und dem Zusammenhang mit symbolischen
dynamischen Systemen wird schliellich der Ergodensatz bewiesen.

Ein kurzer Zwischenabschnitt {iber chaotische dynamische Systeme vervollstdndigt die
Vorlesung.


www.trutschnig.net/Motivation_Fraktale.pd

Kapitel 1

Hausdorfi-Metrik und Hyperspace

Generalvoraussetzung 1.1. Falls nicht anders erwihnt bezeichnet im Folgenden (€2, d)
immer einen vollstdndigen metrischen Raum.

Definition 1.2. Die Familie K(S2), definiert
K(Q):={K CQ: K kompakt und nicht leer}
heiffit Hyperspace.

Als ersten Schritt tiberlegen wir uns, wie wir einen sinnvollen Abstandsbegriff auf I (Q)
konstruieren konnen und starten mit dem einfachen Fall von Intervallen in €2 = R, mit d
bezeichnen wir die iibliche Euklidische Metrik do: Der Abstand von einem Punkt x zu einem
Intervall I ist {iblicherweise definiert durch d(z,I) = infye;d(z,y). Sind [a, @ und [b, b]
Intervalle in R, so konnte (Skizze!)

d([aq, b1], [az, b2]) := sup inf d(z,y)

z€la, a] y€(a, ]
einen intuitiv sinnvollen Abstandsbegriff liefern.

Definition 1.3. Fir A, B € K () ist d (A, B) definiert durch

d(A, B) :=supinf d(z, y). (1.1)
reAyEB
Es ist leicht einzusehen, dass dieser Abstandsbegriff nicht symmetrisch ist (warum?) und
daher keine Metrik sein kann - Symmetrie 1dsst sich aber leicht erreichen (Abbildung |1f ver-
anschaulicht die Definition von § Hlﬂ):

Definition 1.4. Die Hausdorff-Metrik o : K(Q) x K(2) — [0, 00) ist definiert durch
o (A, B) := max{d (A, B),d(B, A)} (1.2)

Nachdem kompakte Mengen beschrénkt sind (warum?), gilt tatséchlich 0 < 0y (A, B) < oc.
Im folgenden Lemma iiberlegen wir uns, dass wir aufgrund der Kompaktheit der betrachteten
Menge Supremum und Infimum in Gleichung (|1.1)) durch Maximum und Minimum ersetzen
konnen.

TQuelle: http://en.wikipedia.org/wiki/Hausdorff_distance
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sup inf d(z,
sup inf (z,y)

sup inf d(z,y)

yeYy v€X

Abbildung 1.1: Hustration der Hausdorff-Metrik fiir zwei Mengen X (griin) und Y (blau);
siehe http://en.wikipedia.org/wiki/Hausdorff_distance

Lemma 1.5. Fir A, B € K(Q) gilt

d(A, B) = ind .
(4, B) = max min (x, y)

Beweis. Schritt 1: Sei x € A beliebig aber fest. Wir zeigen, dass es ein b € B mit

d(@.b) = inf d(@.y) = d(a. B)

gibt. Nach Definition des Infimums gibt es eine Folge (b,),,cy in B mit
d(z, by) <d(z, B)+1

fiir jedes n € N. Kompaktheit von B impliziert die Existenz einer konvergenten Teilfolge
(bn;)jen mit Grenzwert b € B. Anwendung der Dreiecksungleichung liefert

1
d(x, b) < d (z, bn,) +d (bn,, b) < d(x, B) + - +d (b, b)
woraus fiir j — oo sofort d (x, b) < d(z, B) < d(z,b) folgt.
Schritt 2: Definieren wir die Funktion f : A — [0, co) durch

f(z)=d(z, B) :géllfgd(x, b) :E,%igd(x’ b).

dann ist f € Lipy, i.e.,

|f (1) — f(22)] < d (21, 22)

fir alle x1,x9 € A: Tatséchlich impliziert die Dreiecksungleichung fiir beliebiges b € B
offensichtlich
d(z1, 0) < d(z1, x2) +d (72, b),

Infimumsbildung liefert daher

d(l‘l, B) < d(a:l, 582) + d(:ﬂg, B) . (13)


http://en.wikipedia.org/wiki/Hausdorff_distance
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Nachdem
d(ze, B) < d(z1, x2) + d(x1, B). (1.4)
vollkommen analog folgt, erhalten wir insgesamt
|f(z1) = f(22)| = |d (21, B) — d(z2, B)| < d(z1, 22)

und der Beweis ist komplett, da jede stetige Funktion auf einem Kompaktum ihr Supremum
annimmt. O]

dpr tatséchlich eine Metrik am Hyperspace.
Lemma 1.6. dy ist eine Metrik auf K (£2).

Beweis. Wir arbeiten der Reihe nach die Eigenschaften einer Metrik ab: (i) Positivitét und
Endlichkeit wurde schon vorhin erwahnt.
(ii) Die Aquivalenz 0 (A, B) = 0 <= A = B folgt aus folgender Aquivalenzkette:

51 (A, B)=0<=d(A, B)=0=d(B, A)

= maxmmd(a b) = 0 = maxmind (b, a)
€A beB beB acA

<~ ACBANBCA+<—= A=1B

(iii) Dreiecksungleichung: Seien A4, B,C' € K(Q2). Geméi8 Schritt 2 im Beweis von Lemma [L.F]
gilt fir alle a,c € A
d(a, B) <d(a, c)+d(c, B)

Infimumsbildung tiber ¢ € C liefert daher (warum steht am Ende der ersten Zeile kein inf?)

d(a, B) < 1nf {d(a, ¢) +d(c, B)} < 1nf {d(a, ¢)} -i-iglc) {d(e, B)}

=d(a, C)+ ilellc){d(c, B)}

=d(a, C)+d(C, B)
Via Maximumsbildung iiber a € A folgt daher
d(A, B)<d(A,C)+d(C, B).

Nachdem sich
d(B, A) < d(B, C)+d(C, A),

vollkommen analog zeigen lisst, erhalten wir insgesamt

ém (A, B) =max{d(4, B), d(B, A)}

< max{d(A, C)+d(C, B),d(B, C)+d(C, A)}

< max{d(4, C), d(C, A)} +max{d(C, B), d(B, C)}
= (A, C) +du (B, O),

)

und der Beweis ist komplett. O
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Die Hausdorfl-Metrik ldsst sich alternativ auch iiber sog. e-Umgebung (a.k.a. e-Hiillen)
definieren. Wir beginnen mit einigen Voriiberlegungen: Offensichtlich gilt

d(A, B) <€ <= maxmind (a, b) <e
acA beB

<=VaecA: d(a, B)<e
<VacA: IbeB:d(a,b)<e

Definieren wir die abgeschlossene e-Umgebung U (B, €) von B als
U(B,¢):={x€Q: Ib€ B mit d(x,b) <e}.
dann gilt daher offensichtlich die folgende Aquivalenz:
d(A,B) <e<= ACU(B,e). (1.5)
Es scheint daher naheliegend, wiefolgt dz alternativ zu definieren:

Definition 1.7. Fiir A, B € K(Q) ist (A, B) definiert durch
&' (A, B):=inf{e>0: ACU(B,¢) und BCU (A, ¢€)}. (1.6)

Wir zeigen, dass das Infimum in Gleichung (|1.6) angenommen wird und folgern dann, dass
0" und dg identisch sind:

Lemma 1.8. Das Infimum in Gleichung @ wird angenommen, i.e., fir alle A, B € K(Q)
gilt

§' (A, B)=min{e>0: ACU(B,e) und BCU (A, ¢€)}.
Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass fiir € := &' (A4, B) beide Inklusionen A C U (B, ¢) und
B C U (A, ¢) erfiillt sind. Nach Definition des Infimums existiert eine Folge (), oy mit
en — eund A C U (B, ¢,) sowie B C U (A, €,) fiir alle n € N. Sei a € A fest. Dann gibt es

eine Folge (by)nen in B mit
d(a, by) < e,

fir alle n € N. Die Kompaktheit B impliziert die Existenz einer konvergenten Teilfolge
(bn;)jen mit Grenzwert b € B, wir erhalten daher

d(a,b) = lim d(a, by;) < lim €,; = e.

Jj—o0 Jj—o0

Fiir jedes a € A gilt daher d(a, B) < ¢, woraus sofort A C U (B, ¢) folgt. Die Eigenschaft
B C U (4, e) lisst sich vollkommen analog zeigen. O

Satz 1.9. ¢’ und éy sind identisch, i.e., fiir beliebige A, B € K(Q) gilt
ou (A, B)=0§ (A, B). (1.7)
Beweis. Direkte Folgerung aus Gleichung ([1.5) und Lemma O

Frage 1.10. Gilt fir A € K(Q) und r > 0 auch U(A,r) € K(Q)?
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Lemma 1.11. Fir alle Ay, As, By, By € K (2) gilt
of (Al U AQ, B U BQ) < max {5H (Al, Bl) R oH (AQ, Bg)} (18)
Beweis. Nach Definition gilt

d(A1UAg, B) = aeIE?Li(AQd(a’ B) =max{d (A1, B), d(Az, B)}

sowie

d(a, B1UBs) = be%lliSBg d(a, b) =min{d(a, By), d(a, B2)}. (1.9)

Wenn wir in Ungleichung (1.9) zum Maximum iibergehen, erhalten wir
d(A, B U Bg) < min {d (A, Bl) , d(A, Bg)} .
Damit ergibt sich insgesamt

d(A1 U Ag, B1UBy) =max{d(A;, B1UB,), d(A2, B1 UB>)}
< max {min {d (A1, B1), d(A1, B2)}, min{d (A2, B1), d (A2, B2)}}
< max{d (41, B1), d(A2, Ba2)}
< max{d (41, B1), d(Bi1, A1), d(Az2, Bs), d(B2, A2)}
=max {dyg (A1, B1), oy (Az, Ba)}.

Die Ungleichung fiir d (By U By, A1 U Aj) folgt analog. d

Satz 1.12. Fir allen € N und Ay,..., Ay, Bi,...,B, € K(Q) gilt

S (O A, Ln) BZ-) < max {5H (A1, Br),...,01 (An, By) } (1.10)
=1 =1

Satz 1.13. Sei (Ay),cy eine fallende Folge in K (S2). Dann konvergiert (Ap)nen in der

Hausdorff Metrik g gegen A := ﬂ A,

n=1

Beweis. Wir zeigen zuerst A € K(Q2). A ist als Durchschnitt von abgeschlossenen Mengen
selbst abgeschlossen und als abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge A; € K(Q)
selbst kompakt. Angenommen A = (2 ; A, wire leer. Dann folgt sofort

AC:DA%:QQAl,
n=1

die kompakte Menge A; wird also iiberdeckt von der Familie (AS),cn von offenen (nicht-
fallenden) Mengen. Kompaktheit von A; impliziert daher die Existenz einer endliche Teiliiber-
deckung, i.e.,

M
IM eN: ] AS D Ay D A

n=1
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Wegen JM | A¢ = AS, folgt damit AS, D Ays, Widerspruch.
Als zweiten Schritt zeigen wir limy, o0 05 (An, A) = 0. Nehmen wir indirekt an, dem
wére nicht so, dass also ein € > 0 existiert, so dass fiir unendlich viele n € N

(SH (Aru A) Z €
gilt. Dann existiert also eine Teilfolge (Ay;);jen mit
O (An,, A) > €

fiir alle j € N. Fiir jedes j € N existiert daher ein a,, € A, mit d(an;, A) > e. Nachdem
die Folge (an;)jen in A; liegt existiert eine konvergente Teilfolge (anjk)keN mit Grenzwert
a € A;. Die Monotonie von (Ay,),en impliziert sogar a € A; fiir jedes i € N, i.e., es gilt sogar
a € A, Widerspruch, und der Beweis ist komplett. ]

Bemerkung 1.14. Aus den Grundvorlesungen wissen Sie (hoffentlich), dass die folgenden
Punkte fiir einen metrischen Raum (€2, d) dquivalent sind:

e (Q, d) ist kompakt.

e Jede offene Uberdeckung hat eine endliche Teiliiberdeckung.

Jede Folge hat eine konvergente Teilfolge.
e (9, d) ist vollstdndig und totalbeschrénkt.

Dabei heisst (€2, d) totalbeschrinkt, genau dann, wenn fiir jedes € > 0 endlich viele Punkte
z1, ..., T, existieren, sodass: Q = [J;_; B (i, €) gilt. Die Punkte z1, ..., 2, heifien e-Netz.

Satz 1.15. Angenommen (2, d) ist ein vollstindiger metrischer Raum. Dann ist auch der
Hyperspace (KC(S2), 0rr) vollstindig.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass jede Cauchy Folge (A4,)nen in (K (22),dn) konvergent ist,
und werden nicht nur beweisen, dass der Grenzwert A existiert sondern gegeben ist durch

o oo
A= U A € K(Q).
m=1n=m

(i) Wir beginnen mit A € K (Q): Setzen wir B, := U, ,, An, dann ist (By,)men eine
fallende Folge abgeschlossener, nichtleerer Mengen. Spétestens seit Bemerkung wissen
wir, dass By genau dann kompakt ist, wenn Bj vollstéindig und totalbeschrinkt ist. B ist als
abgeschlossene Teilmenge eines vollstdndigen Raumes ebenfalls vollsténdig, es reicht daher,
Totalbeschranktheit von By zu zeigen.
Sei € > 0 beliebig aber fest. Wir wollen zeigen, dass By mit endlich vielen e-Kugeln iiberdeckt
werden kann. Die Cauchy Eigenschaft von (A;), oy impliziert die Existenz eines m € N mit
o (A, Ap) < § fiir alle n > m. Daraus folgt A, C U(Am, i) fiir jedes n > m und wir
erhalten insgesamt

By = G A, CT <Am, 5) (1.11)
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Ap, ist als kompakte Menge totalbeschrénkt, es existieren daher z1, ..., x4 € Ay, mit

Ap C QB (ml i) . (1.12)

Durch (etwaige) Umsortierung der z; konnen wir erreichen, dass ein p < ¢ existiert, sodass
B (%, §) N By, # 0 fiir jedes i < pund B (z;, §) N By, = 0 fiir jedes i > ¢ . Fiir alle i < p sei
y;, € B (a:i, %) N B, und es gilt

p
=1

Tatséchlich folgt fiir beliebiges aber festes z € B, via Gleichung ((1.11) die Existenz eines
y € Ay mit d(z,y) < { und It. Ungleichung (1.12)) finden wir ein x; mit d (x4, y) < .
Insgesamt erhalten wir

d(a,2;) < d(a,y) + d(wi,y) < 5

es folgt also insbesondere ¢ < p. Anwendung der Dreiecksungleichung liefert

d(a,yi) Sd (e, y) +d(y, ) +d(e,y) < T+ 55 =6

es existiert also ein y; € By, mit d(z,y;) < €. Nachdem x € By, und € > 0 beliebig waren ist
B,, also totalbeschrinkt. Wegen

B = UAn:AluAQU-uUAm_lUBm,

n=1

ist By als endliche Vereinigung von totalbeschrinkten Mengen selbst totalbeschréankt, und
damit nach den Voriiberlegungen insgesamt sogar kompakt. Damit ist jedes B; kompakt und
Satz liefert A € ().

(ii) Als zweiten (und finalen) Schritt zeigen wir, dass (A, )nen tatsdchlich gegen A kon-
vergiert. Sei € > 0 beliebig aber fest. Dann existiert ein m € N mit

5H (An, Am) <

N

fiir jedes n > m. Nachdem fiir jedes solche n > m dann auch A, C U (Am, %) (und umge-
kehrt) gilt folgt sofort

und damit
) ST (An, € (1.13)

fiir jedes n > m.
Umgekehrt sein z € A, mit n > m fest. Fiir jedes k& > n gilt dann oy (Ax, 4n) < §, es

existiert also ein xp € Ay C By mit d(zy, ) < §. Die so erhaltenen Folge (zj)ren (die
Folgeglieder vor dem n-ten koénnen frei gewéhlt werden) liegt (ab einem Index) in B, die
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Kompaktheit von B, liefert daher die Existenz einer konvergenten Teilfolge (xkj )jen mit
Grenzwert z € By,. Nachdem (7, ) en auch ab einem Index in der kompakten Menge B; mit
[ > n liegt folgt analog z € Bj. Insgesamt erhalten wir z € (1,5, B = A. Nachdem z € A4,
beliebig war haben wir damit schon A,, C U (A, €) gezeigt, und die Anwendung von Satz
beschlieflit den Beweis. O

Die Vollsténdigkeit ist im Folgenden zwar die wichtigste Eigenschaft, die der Hyperspace
(K (82),0m) von (€2,d) erbt, es ist aber nicht die einzige Eigenschaft:

Satz 1.16. Sei (2, d) kompakt. Dann ist auch (K (2),0r) kompakt.

Beweis. Ubungsaufgabe O



Kapitel 2

Iteriere Funktionensysteme (IFS)
und der Hutchinson-Operator W

2.1 IFS
Definition 2.1. Sei (£2,d) ein metrischer Raum. Eine Funktion
f:(Q,d) — (2,4d)
heifit Kontraktion genau dann, wenn ein L < 1 existiert, sodass fiir alle x,y €

d(f(x), f(y)) < L d(z,y)
gilt. Die Zahl L heif$t Kontraktionsfaktor von f.

Definition 2.2. Sei (Q,d) ein vollstindiger metrischer Raum und N € N. Eine endliche
Menge { f1, ..., fn} von Kontraktionen heifit Iteriertes Funktionensystem (IFS) und wird mit
kurz {Q, (f))N.,} geschrieben. Bezeichnen L, ..., Ly die Kontraktionsfaktoren der Funktionen
fis- N, dann heifft L = max;—1,. N L; <1 der Kontraktionsfaktor des IFS.

Der folgende Operator W ist uns schon in den einfiihrenden Slides mehrmals begegnet
(erinnern Sie sich an die Konstruktion des Sierpinski Dreiecks) und wird in der Literatur
auch alternativ oft als ‘Collage’ Operator bezeichnet.

Definition 2.3. Sei {Q, (fi)¥,} ein IFS. Die Abbildung

W K(Q) = K(Q),
N

Wi(A) = £i(4)
i=1

heifit Hutchinson-Operator.

Beachten Sie, dass das stetige Bild einer kompakten Menge wieder kompakt ist. Nachdem
die endliche Vereinigung von kompakten Menge wieder kompakt ist, bildet W also tatsdchlich
K(£2) in sich selbst ab.

12
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Satz 2.4. Sei (Q,d) ein vollstindiger metrischer Raum und {0, (fi))X.,} ein IFS. Dann ist
der Hutchinson-Operator W eine Kontraktion auf (K(2),0m).

Beweis. Fiir jedes i € {1, ..., N} gilt offensichtlich

a€A beB
<L;d(a,b)<Ld(a,b)

d(fi(A), fi(B)) = maxmin d(f;(a), fi(b)) < L d(A,B) <L dy(A,B).

Insgesamt erhalten wir daher unter Verwendung von Lemma [I.11

und der Beweis ist komplett. O

Korollar 2.5. Sei (,d) ein vollstindiger metrischer Raum und {Q, (f;)¥,} ein IFS. Dann
existiert eine eindeutige Menge A* € k() mit

W(A*) = A*

und fir alle A € () gilt
li_>m dg(W™(A), A*) = 0.
Die Menge A* heifit den Attraktor des IF'S.
Beweis. Nachdem W eine Kontraktion auf dem vollstdndigen metrischen Raum (K(2),0x)

ist liefert der Banach’scher Fixpunktsatz sofort die behauptete Existenz eines eindeutigen,
global attraktiven Fixpunkts A*. O

Bemerkung 2.6. Der Attraktor A* eines IF'S muss nicht immer ein ‘Fraktal’ sein: Betrach-
ten wir beispielsweise das IFS

filz) =5, folz) =

|8

dann gilt offensichtlich ist
w([0,1]) = [0,1],

die Eindeutigkeit des Fixpunkts impliziert daher A* = [0, 1].
Bemerkung 2.7. Wir betrachten das IFS

x

dessen Attraktor A* die Cantormenge C* ist, C* erfiillt also f1(C*) U fo(C*) = C*. Gibt
es noch weitere Mengen A C R mit f1(A4) U f2(A) = A? Man kann sich leicht iiberlegen,
dass etwa (), R, [0, 00), Q diese Fixpunktbedingung erfiillen. Dies widerspricht aber in keinster
Weise der Eindeutigkeit des Attraktors, da keine der Mengen nichtleer und kompakt ist.
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Das nichste Resultat zeigt, dass falls W(B) nahe bei B liegt, B auch schon nahe beim
Attraktor A* liegen muss.

Satz 2.8 (Collage-Theorem). Sei (2,d) ein vollstindiger metrischer Raum, {Q, (fi)X.,} ein
IFS mit Kontraktionsfaktor L < 1 und Attraktor A* € K(Q2). Sei e > 0 und B € K(2). Dann
folgt aus 6 (B, W(B)) < € die Ungleichung

€
1-L°

ou(B,A") <

Beweis. Wir beweisen den Satz in einem allgemeineren Setting und betrachten eine Kontrak-
tion g mit Kontraktionsfaktor L < 1 auf einem vollstdndigen metrischen Raum (£2,d) und
eindeutigem (global attraktiven) Fixpunkt z*. Angenommen, x € § erfiillt d(z, g(z)) < e.
Dann impliziert die Dreiecksungleichung offensichtlich

d(x,z%) < d(x, g(x)) + d(g(x), 27)
= d(z,g(x)) +d(g(x), 9(z))
<e+ Ld(z,z"),

elementares Umformen der Ungleichung liefert d(z,z*) < %7, und damit das gewiinschte
Resultat. O

Die folgenden Frage ist naheliegend: Wie verdndert sich der Attraktor eines IFS, wenn
sich das IFS ‘leicht’ veréindert? Fiihren ‘kleine’ Anderungen des IFS zu kleinen Anderungen

des Akttraktors?
{Q, T
A*

Wir werden die Fragen positiv beantworten und arbeiten dabei mit der von der Supremums-
metrik do, induzierten natiirlichen Abstandsmessung. Dabei arbeiten wir mit folgenden Men-
gen:

Q

{Q, (f)}

)

-~

A* ~

Definition 2.9. Sei (Q2,d) ein vollstindiger metrischer Raum. Fiir jedes feste L < 1 heisst
die Menge
Conp () ={f: Q= Q|Vz,y € Q:d(f(z), f(y)) <L d(z,y)}

die Menge aller Kontraktionen mit Kontraktionsfaktor héochstens L.

Sie wissen auf der Analysis, dass (Conp(2),d) ein vollstindiger metrischer Raum ist.
Damit ist fiir jedes N € N auch (Conz ()", Dy) ein vollstandiger metrischer Raum, wobei
D4, definiert ist durch

Doo(F,G) = max dss(fi, i),

i=1,...,

mit F = (f1,..., fn) € Cong ()Y und G = (g1, ..., gn) € Cong(Q)V.
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Satz 2.10. Sei (2, d) ein vollstindiger metrischer Raum und N € N. Die Abbildung
¢ : (Cong (N, Doo) — (K(R),0m)
QO(F) = So(flvafN) = A}W

die jedes IFS auf seinen Attraktor abbildet, ist stetig. Das heifit, der Attraktor dndert sich
nur ‘leicht’, wenn wir jede Kontraktion im IFS im Sinne von Do nur ‘leicht’ dndern.

Wir beweisen den Satz mit Hilfe des folgenden, einfaches Lemmas:

Lemma 2.11. Sei (Q,d) ein vollstindiger metrischer Raum und f,q :  — Conr(Q) Kon-
traktionen mit eindeutigen Fizpunkten :1:32, xy. Dann gilt

1

dlaay) < 72 s dUf(e).g(a)) = T (f.9)

Beweis. Anwendung der Dreiecksungleichung im Zusammenspiel mit der Fixpunkteigen-
schaft liefert

woraus die gewiinschte Ungleichung durch elementares Umformen folgt. ]

Beweis von Satz[2.10. Wir zeigen, dass ¢ das e-6-Kriterium erfiillt. Sei ¢ > 0 beliebig, aber
fix. Setze 6 = (1 — L)e, dann folgt fiir F,G € Cong(Q)Y mit D (F,G) < § offensichtlich
sofort deo(fi, gi) < 9 fiir jedes i € {1,...,N}. Fiir A € K(Q2) erhalten wir weiters

N N

51 (Wr(4), Wa(A)) = o ( U £, U gi<A>)
=1 =1

(4))

< max doo(fi, 9i) <0,

i=1,...,

S ) maxN (5H(fl(A),

i=1,...,

und damit auch

sup dg(Wr(A), Wa(A)) <.
AEK(Q)

Anwendung von Lemma liefert sofort

0r (p(F), ¢(G)) = 0u(AF, Ag) <

IN
S
Il

\.m

und der Beweis ist komplett. ]

Wir beschlieBen diesen Abschnitt mit einem konkreten Beispiel, das Satz [2.10] veranschau-
licht:
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Beispiel 2.12. Fiir jedes t € [0, 2] betrachten wir das IFS {R?, ()2} mit
1 cos(Z) sin(%) > < x >
¢ _ 1 4
z? - 3 s s
i@y =75 ( —sin(%) cos(}) ) \ v

e =75 (e ik ) () (131,

das offensichtlich Kontraktionsfaktor L = % < 1 hat. Nachdem Sinus und Cosinus Lipschitz-

stetig sind folgt sofort, dass die Abbildung v : [0,2] — Con?, definiert durch

w(t) = (fi, f2)

stetig beziiglich D, ist. Satz impliziert daher unmittelbar die Stetigkeit der Abbildung
po1:[0,2] = K(R?), die jedem t € [0,2] den Attraktor AF € K(R?) des IFS {R?, (f})?_;}
zuordnet, beziiglich dz. Mit anderen Worten: Kleine Anderungen von ¢ € [0,2] fithren zu
kleinen Anderungen von A} = ¢ o 1) (t).

Obwohl die betrachtete parametrische Familie von IFSen nur IFS mit jeweils 2 Kontraktionen
enthélt, ergeben sich fiir A} {iberraschend komplexe und heterogene Formen, inkl. baumar-
tiger und drachenartiger Mengen. Fiir ¢ = 1.81 ist A} in Abbildung skiziert. Die volle
Palette von Formen fiir ein dquidistantes Gitter von 200 Werte aus [0, 2] ist in dem unter
diesem Link| abrufbaren Video dargestellt.

und

Sample, t=1.81 Histo, t=1.81

Abbildung 2.1: Der Attraktor Af von dem in Beispiel betrachteten IFS {R?, (f1)2_,}
mit £t = 1.81


http://www.trutschnig.net/dragon.mp4

Kapitel 3

Codespace und Adress Map

3.1 DMotivation und Eigenschaften des Codespace Xy

Wir betrachten abermals das IFS {R?, (f;)3_,}, das das Sierpinski Dreieck induziert. Dann
gilt wegen W(A*) = A* offensichtlich f;(A*) C A* sowie diam(f;(A*)) = Ldiam(A*) fiir jedes
i€{1,2,3}. Fiir k1, ks € {1,2,3} folgt analog

i1 © Sy (A7) C [ (A7) C A™
Weitergedacht bedeutet dies, dass fiir jede Folge k = (k;)ien € {1,2, 3} =: ¥3 die Folge

(fre 0 fry 0 - 0 fr, (A%) )nen

eine fallende Folge kompakter Mengen, deren Durchmessen gegen 0 konvergiert, ist. Das IFS
liefert also fiir jedes k € X3 eine Folge, die an die Intervallschachtelung aus der Analysis
erinnert, von der Sie wissen, dass es genau einen Punkt gibt, der im Durchschnitt liegt.
Naheliegenderweise vermuten wir daher, dass auch die Menge

o
My = () Sy © fip 0o firy (A7) (3.1)
n=1
eine einpunktige Teilmenge von A* ist. Wenn dem so wire, hitten wir eine Abbildung G
von ¥ in A* konstruiert. Im Falle der Cantor Menge haben Sie diese Abbildung vermutlich
schon kennengelernt da Sie das Standardwerkzeug ist um zu zeigen, dass die Cantormenge
iiberabzéhlbar ist.

Tatséchlich ist es so, dass obigen Konstruktion fiir beliebige IFS funktioniert. Bevor wir
die Abbildung G allgemein definieren und ihre Eigenschaften studieren, werfen wir einen
Blick auf den sog. Codespace X, der der Schliissel zu vielen den nachfolgenden Resultaten
ist.

Definition 3.1. Sei N € N. Die Menge
Sy ={1,..., NN ={k = (k1,ko,k3,...) : ki€ {l,...,N}}

heifit Codespace mit N Symbolen. Die Metrik p auf ¥ ist definiert durch

0 wenn k =1,
p(Ev L) == {zl—minieN{i s kAl wenn E ?é l

17
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p ist nicht nur eine Metrik, sondern sogar eine sog. Ultrametrik:

Definition 3.2. Eine Metrik d auf Q) heisst Ultrametrik genau dann, wenn sie die folgende
stirkere Version der Dreiecksungleichung fir alle x,y,z € Q) erfillt:

d(z,y) < max{d(z,z),d(z,y)} (3.2)
Lemma 3.3. p ist eine Ultrametrik auf Xy .

Beweis. Beachten Sie als erstes, dass fiir k,l € ¥y und iy € N die folgende Aquivalenz gilt:
p(k,1) < 2'7% genau dann, wenn mindestens die ersten 79 — 1 Stellen von von k und [ gleich
sind. Fiir k,1,m € ¥y mit max{p(k,m), p(m,1)} = 2'7% folgt daher fiir ig > 2 sofort, dass
die ersten ig — 1 Stellen von k£ und m sowie von m und [ iibereinstimmen. Daher stimmen
auch die ersten ig — 1 Stellen von k und [ iiberein und wir erhalten p(k, 1) < 21— Fiir 49 = 1
ist Ungleichung offensichtlich erfiillt, da p nur Werte in [0, 1] annimmt. Insgesamt erfiillt
p daher die stérkere Dreiecksungleichung. Nachdem p die verbleibenden Eigenschaften einer
Metrik trivialerweise erfiillt ist der Beweis komplett. O

Eine weitere, hiufig betrachtete Metrik auf ¥y ist gegeben durch

— ki — i
oty =3 Wl (33)
=1

Nachzurechnen, dass p; ebenfalls eine Metrik (aber keine Ultrametrik) auf Xy ist, ist eine
einfache Ubungsaufgabe.

Die Metriken p und p; erzeugen die Produkttopologie auf Xy, i.e., es gilt das folgende
Resultat:

Lemma 3.4. Fir jedes feste N € N und k, k', k%, ... € S sind die folgenden drei Aussagen
dquivalent:

1. Fir jedes i € N gilt lim,, o0 |k} — k;| = 0.
2. lim, o0 p(k"™, k) = 0.
3. limy, 00 p1 (K", k) = 0.

Beide Metriken p und p1 erzeugen daher die Produkttopologie auf Yy, die resultierenden
metrischen Riume (Xn, p) und (Xn, p1) sind kompakt.

Beweis. Zu zeigen, dass die obigen drei Aussagen dquivalent sind (und damit beide Metriken
p und p; die Produkttopologie erzeugen), ist eine gute Ubungsaufgabe. Nachdem {1,..., N}
als endliche Teilmenge von R kompakt ist, ist X versehen mit der Produkttopologie nach
dem Satz von Tychonoff kompakt und das Lemma ist bewiesen. O

Bevor wir zu IFSen und der Abbildung G zuriickkehren leiten wir noch einige (auf den
ersten Blick {iberraschende und wenig intuitive) Eigenschaften von Ultrametriken her.

Lemma 3.5. In jedem ultrametrischen Raum (2, d) gelten die folgenden Eigenschaften:

1. Seia € Q und r > 0. Dann gilt fir jedes x € B(a,r) die Gleichheit B(a,r) = B(x,r).
[Jeder Punkt einer Kugel ist Mittelpunkt.]
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2. Der Durchmesser diam(B(x,r)) einer offene Kugel B(x,r) mit Radius r ist r.
3. Jede offene Kugel ist auch abgeschlossen. [Jede offene Kugel ist ‘clopen’...closed and
open).

Beweis. (1): Sei x € B(a,r) beliebig. Dann gilt fiir jedes y € B(a,r) offensichtlich

d(y,z) < max{d(y,a),d(a,z)} <,

<r <r
also y € B(z,r) und damit B(a,r) C B(z,r). Umgekehrt gilt fiir jedes y € B(z, )

d(y,a) < max{d(y,z),d(z,a)} <,

<r <r

also y € B(a,r) und damit B(x,r) C B(a,r).

(2): Direkte Konsequenz aus der starken Dreiecksungleichung (3.2)).

(3): Sei @ € Q und r > 0. Wir zeigen, dass B(a,r)¢ offen ist, dass also jeder Punkt y von
B(z,r)¢ ein innerer Punkt ist. Tatséchlich gilt fiir y € B(z,r)¢ sogar B(y,r) C B(a,r)%:
Wiire namlich B(y,r) N B(a,r) # 0 dann wiirde ein € B(y,r) N B(a,r) existieren, und
die Aussage 1) wiirde sofort B(z,r) = B(y,r) = B(a,r), und damit d(y,a) < r liefern,
Widerspruch. B(a,r)¢ ist also offen, (B(a,r)¢)¢ = B(a,r) daher abgeschlossen. O

3.2 Adress Map und ihre Eigenschaften

Wir kehren nun zu den Mengen der Form ({3.1)) und beweisen das folgende, einfache Resultat:

Lemma 3.6. Sei (2, d) vollstindig und {Q, (f;).,} ein IFS mit Attraktor A*. Dann ist fiir
jedes k € Xy die Menge My, definiert durch

My = () frr © fra © fiz 0 -+ © fr, (A7)

n=1
einpunktig und es gilt M C A*.

Beweis. Wir wissen schon aus den Voriiberlegungen, dass die Folge (fx, © fx, 0+ * fi, (A*))nen
eine fallende Folge kompakter Mengen ist. Wegen

diam (fi, © fi, 0+ 0 fi, (A")) < L” diam(4")
—_——
<oo
enthélt M}, einerseits hochsten einen Punkt. Andererseits liefert Satz sofort M}, # 0, die
Menge M, ist daher, wie behauptet, einpunktig. ]

Das folgende wichtige Resultat zeigt, dass die zuvor schon angedeutete Funktion G :
Yy — A* auch alternativ mit nur einem Punkt (der nicht einmal in A* liegen muss) als
Startmenge definiert werden kann.
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Lemma 3.7. Gegeben sei ein IFS {Q, (fi)N.,}, weiters sei z € ) beliebig, aber fest. Dann
st durch

G*(k) := T fi, 0 fr, 0 frg 0o 0 fi,(2)

eine Abbildung G* : ¥ — Q definiert. Fiir beliebige y,z € Q und jedes k € Xy gilt G*(k) =
GY(k), die Abbildung ist also unabhingig von der konkreten Wahl des Startpunkts z.

Beweis. Wir beweisen das Lemma in drei Schritten:
Schritt 1: Wir zeigen, fiir jedes [ € Xy ist die Menge

{fuofipo--ofi,(2): neN}
beschrinkt. Wegen {z} € K(Q) gilt
li_}m g W"({z}),A*) =0,

es existiert daher ein Index ng € N mit W"({z}) C U(A*, 1) fiir jedes n > ng. Daher folgt,
dass fiir jedes n > ng auch

fll o fl2 00 fln(z) S Wn({z}) - U(A*, 1)

gilt, die Menge {f;, o fi, 0---0 f1,(2) : n € N} ist also beschrénkt.
Schritt 2: Fiir jedes k € ¥ und z €  ist die Folge (2, )nen mit

Tp = fr10 o0 fr,(2)

eine Cauchy-Folge. Tatséchlich gilt offensichtlich fiir jedes m > n
d(xnaxm) - d<fk1 o sz ©:--0 fkn(z)a fk1 o sz ©---0 fkn S fk7l+1 ©---0 fkm(z>>

< L"_1d<fkn(z), Jhn © fkpy 0070 fk:m(z)>
< L™ Vdiam ({fj, 0---0 f1,(2) : n € N}).

Geméfl Schritt 1 konvergiert der letzte Ausdruck fiir n — oo gegen 0. Fiir jedes ¢ > 0
existiert daher ein Index ng € N sodass d(xy,x,,) < € fir alle n,m > ng. Mit anderen
Worten: (x,)nen eine Cauchy-Folge. Die Vollstédndigkeit von Q liefert daher die Existenz
eines eindeutigen Grenzwerts z € ) mit

lim d(z, fg, oo fx,(2)) = 0.
n—oo
Schritt 3: Gelte z # y € €. Dann folgt unter Anwendung der Kontraktionseigenschaft sofort

d(fk1 Ofk:z - Ofkn(y)7 fkl Ofk2 SRR Ofkn(z)) < Lnd(:li,y)

Nachdem die rechts Seite fiir n — oo gegen 0 konvergiert folgt unter Verwendung von Schritt
2 sofort

hm fkl Osz O"'Ofkn(x) :nh—{gofkl Oka O"'Ofkn(y)v

n—oo

und der Beweis ist komplett. O
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Definition 3.8. Gegeben sei ein IFS {0, (fi)N.,}. Dann heisst die durch (z € Q) beliebig)
G(k) = lm_ fi, 0 fr, 00 fr,(2)
definierte Abbildung G : ¥ — Q die vom IFS induzierte Adress Map.

Das folgende Theorem fasst die wichtigsten Eigenschaften von G zusammen - eine der
Inklusionen der ersten Aussage ist in Anbetracht unserer Voriiberlegungen in keinster Weise
iiberraschend:

Satz 3.9. Gegeben sei ein IFS {Q,(f;)Y,}. Dann hat die Adress Map G : Sy — Q die
folgenden FEigenschaften:

1. G(Xn) = A*.
2. @ ist stetig.

Beweis. Wir unterteilen den Beweis abermals in drei Schritte.
Schritt 1: Wir zeigen G(Xy) C A*: Wegen G(k) = G*(k) fiir alle z € Q und k € Xy, und
der Tatsache, dass fiir x € A* auch

fkl oka O Ofkn(x) € A"
fiir jedes n € N gilt, folgt sofort

G(k) = G*(K) = Tim fiy, © fi, 0+ 0 fi, (2) € A",

Schritt 2: Wir zeigen, dass G stetig ist: Sei dazu € > 0 beliebig, aber fest. Wir wéhlen ein
(minimales) ip € N mit L% diam A* < ¢ und setzen § < 27%. Dann folgt fiir k& # [ mit
p(k, 1) < ¢ sofort, dass die ersten iy Stellen von k£ und [ gleich sind und wir erhalten unter
Verwendung der Kontraktionseigenschaft fiir n > g

d(m oreo fu(2)fy oo fln<x>> < LZ‘Od(fW 0 0 fir () fig 1 00 fln<x>>
cA* cA*
< L% diam(A*) < e,

G ist also stetig.

Schritt 3: Als letzten Schritt zeigen wir G(Xy) = A*. Nachdem G(X ) als stetiges Bild einer
kompakten Menge wieder kompakt und klarerweise nichtleer ist, geniigt es ob der Eindeutig-
keit des Fixpunkts von W in K(§2), die Gleichheit W(G(Xn)) = G(Xn) zu zeigen.

(i) Fiir z € W(G(Xy)) existiert offensichtlich ein £k € Yy und ein ky € {1,...,N} mit
z € fr,(G(k)). Die Stetigkeit von fg, impliziert daher sofort (s € A* beliebig)

2= fro(lim fr, 0---0 fi, (s)) = Wm fy, 0 fr, 0---0 fr,(s) € G(EN)

Nachdem z € W(G(Xy)) beliebig war, folgt direkt W(G(Xn)) € G(2n).
(ii) Umgekehrt sei nun w € G(Xy) beliebig, aber fest. Dann existiert ein £k € Xy mit
G(k) = w und wir erhalten (s € A* wie zuvor beliebig)

. fr stetig .
w= lm fy, 0fp,0-0fp,(s) =" fru(lim fr, 0.0 fp,(s))

= [ (G((k2, ks, .. ) € W(G(Xn)),

und damit die zweite Inklusion. O
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Bemerkung 3.10. Fiir sog. total unzusammenhingende IFS ist G : Xy — A* sogar ein
Homdomorphismus: Betrachten wir zum Beispiel das IFS {[0, 1], (fi)2;} der Cantormenge
C*, definiert durch fi(z) = § und fo(z) = 5+ %, dann gilt offensichtlich f1(C*)N fo(C*) =0,
die Abbildung G ist daher injektiv. G ist also eine stetige Bijektion von Y5 nach C* und als
solche sogar ein Homéomorphismus. Mit anderen Worten: ¥ und C* sind ‘topologisch gleich’.
Im néchsten Abschnitt werden wir grofteils mit total unzusammenhéingenden IFSen arbeiten.

Definition 3.11. Sei {Q, (f;))¥,} ein IFS mit Attraktor A* € K(2) und G : Iy — Q
die entsprechende Adress Map. Dann heifit fir jedes x € A* die (abgeschlossene) Menge
G~ '({x}) die Adressmenge (Menge aller Adressen) von .

Die Adressen einiger Punkte sind offensichtlich: Der (eindeutige) Fixpunkt z; der Kon-
traktion f; hat wegen
G((3,1,1,...)) = lim f*(z}) =]

n—oo

die Adresse (i,1,1,...). Damit ergibt sich via
G ((kiii,. ) = lim fyo fa) = fy(ad)

sofort, dass der Punkt mit Adresse (k,4,4,1,...) genau fi(x}) ist.

(2

Beispiel 3.12. Welcher Punkt der Cantormenge C* hat Adresse k = (121212...)7 Aus
obigen Voriiberlegungen und der Tatsache, dass jede Verkettung von Kontraktionen wieder
eine Kontraktion ist folgt sofort, dass der gesuchte Punkt der Fixpunkt von fi o fs sein muss.
Mit anderen Worte, der gesuchte Punkt = erfiillt

frt o= fio ) =

woraus sofort z = % e C* folgt.
Der folgende Operator wird im Rest der Vorlesung eine sehr prominente Rolle einnehmen:
Definition 3.13 (Linksshiftoperator). Der Operator o : ¥ — Xy, definiert durch
o((k1, ko, ks,...)) == ((ka, ks, kg, ...))
heif$t Linksshiftoperator.
Das folgende Resultat ist nach obigen Voriiberlegungen wenig {iberraschend:

Satz 3.14. Gegeben sei ein IFS {Q, (f;)N.,} mit Attraktor A* und Adress Map G. Dann gilt
fiir alle m € N die folgende Gleichheit:

G(K) = fiy 0+ i (Glo™ (K)))-

Beweis. Die Behauptung folgt durch einfaches Nachrechnen unter Verwendung der Stetigkeit
der involvierten Kontraktionen:

G(k) = nh—>120 friofryo---o fi, ()
= frofryo---o0 fkm(nli_{go Jkmar =7 © Jr ()

= Jrs© fra 00 fu, (Gl (R)))-
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Zusammenfassend haben wir also gezeigt, dass das folgende Diagramm kommutativ ist
(Pfeile mit Doppelspitze symbolisieren Surjektivitét):

(En,p) ——— (En.p)

G | stetig G
Jr

(A%, d) «— (A*,d)

Es gilt also fiir jedes k € Y insbesondere die Gleichheit
G(k) = fr, o Goo(k). (3.4)

Definition 3.15. Gegeben sei ein IFS {Q, (f))NX,} mit Attraktor A* und Adress Map G.
Wir nennen x € A* periodisch genau dann, wenn es eine Adresse k € G~'({z}) C ¥ von x
gibt, die beziiglich o periodisch ist, i.e., wenn es ein p € N mit oP(k) = k gibt. Im folgenden
bezeichnet Per(o) die periodischen Punkte in Xy .

Beispiel 3.16. Wir betrachten wieder die Cantormenge C* und speziell 0 € C*. Dann gilt
offensichtlich G=1({0}) = (1111...), der Punkt 0 ist also periodisch. Wegen % € C* und
— G'({3}) = (122222...) ist % nicht periodisch.

Allgemein liegen die periodischen Punkte dicht in A* - es gilt folgender Satz:

Satz 3.17. Sei {Q, (f;)X.,} ein IFS mit Attraktor A* € K(Q) und Adress Map G : ¥ — Q.
Dann liegen die periodischen Punkte dicht in A*.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass Per(o) dicht in X ist und betrachten dafiir £ € ¥ und
r > 0 beliebig aber fest. Dann existiert ein ip € N mit 27 < r und es folgt

1 1
B(k,r) 23(/a2i0> = {ZGEN: plk.1) < 2}
:{£€EN211:kl,ZQZkQ,...,liO :kio}

Offensichtlich liegt der ig-periodische Punkte (k1, ko, ..., kiy, k1, k2, ..., Kig,...) in B (E, 211-0),
es gilt also Per(o) N B(k,r) # 0 und die behauptete Dichtheit ist gezeigt.

Per definitionem ist jeder Punkt in G(Per(c)) C A* periodisch, es geniigt daher die Gleichheit
G(Per(o)) = A* nachzuweisen. Letztere folgt aber sofort aus

A" = G(Sx) = GOON) 2 GPer(@)) 5™ G(Per(0)) = G(Sy) = A",

und der Beweis ist komplett. O
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3.3 Exkurs @Diskrete Dynamische Systeme

Betrachten wir abermals die Cantormenge C*, dann gilt fiir jedes x € C* offensichtlich
folgende Aussage: Fiir jedes z € C* existiert genau ein i € {1,2} mit z € f;(C*) und,
wegen der Injektivitdt der beiden Kontraktionen, genau ein y € C* mit x = f;(y). Auf diese
Art und Weise kann offensichtlich eine Abbildung S : C* — C* konstruiert werden, deren
chaotische Eigenschaften wir in der Folge studieren werden. Dabei werden wir nur mit sog.
total unzusammenhéngenden IFSen bestehend aus Injektionen arbeiten.

Definition 3.18. Ein IFS {Q, (fi))X,} heifit total unzusammenhingend genau dann, wenn
fi(ANFi(A*) =0 fiir alle i # j gilt. Wir sagen, dass das {2, (fi).1} die Disjunktheitsbe-
dingung erfillt genau dann, wenn es total unzusammenhdngend ist die enthaltenen f1,..., fn
njektiv sind.

Satz 3.19. Falls das IFS {Q, (fi)X.,} die Disjunktheitsbedingung erfillt, dann ist G : ¥y —
A* ein Homdomorphismus.

Beweis. Sei k # [ und iy € N der kleinste Index mit k;, # l;,. Angenommen, es gilt G(k) =
G(1). Dann folgt fiir z € A* (beliebig) gemaf Satz sofort

frr 0+ 0 fry o © fayy 0 Goo®(k) = G(k)=G()=fy, 00 fy, 0 fi, oGoa®()
= S0 0 fayyy 0 fi,y 0 Goa®(l),

und die vorausgesetzte Injektivitit der Kontraktionen liefert sofort

Jriy 0 Go Uio(k) = fi,,°Go UiO(D :
0 —— 0 ——
A A

Nachdem {Q, (f;)¥;} nach Voraussetzung total unzusammenhingend ist gilt Jrig (A7) 0
fii, (A7) = 0, Widerspruch! Fiir k # [ gilt also G(k) # G(l), die Adress Map G ist also
injektiv. Zusammenfassend ist G : Xy — A* eine stetige Bijektion, die Kompaktheit von X
impliziert daher (einfache Ubungsaufgabe) auch die Stetigkeit der Inversen G~ : A* — Xy,
insgesamt ist G : ¥y — A* daher ein Homomorphismus. O

Fiir ein IFS {Q, (f;)}¥,}, das die Disjunktheitsbedingung erfiillt, definieren wir, wie vorhin
erwihnt, die Abbildung S : A* — A* wiefolgt in 2 Schritten (umgangssprachlich kénnte man
sagen, wir suchen fiir jedes x € A* seinen Vorgénger/Ursprung y = S(z)):

1. Fir festes x € A* existiert genau ein ¢ € {1,2,..., N} mit x € f;(A¥).

2. Wegen der Injektivitit der Kontraktionen existiert genau ein y € A* mit =z = f;(y).
Wir setzen S(z) :=y.

Hauptziel dieses Abschnitts ist es zu klidren, welche Eigenschaften S : Yy — A* hat,
also insbesondere ob S stetig ist, ob die periodischen Punkte von S in A* dicht liegen, und
ob S topologisch transitiv ist. Schliissel zur Beantwortung dieser Fragen ist das folgende
kommutative Diagramm:
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(2N, p) ———— (N, p)
G | stetig stetig | G
(A*,d) —— (4%, d)

Gemif Diagramm gilt fiir jedes k € Yy die folgende Gleichheit

Goo(k)=SoG(k), (3.5)
oder, dquivalent dazu, die Gleichheit (setze x := G(k))
GoooG (z)=5(x). (3.6)

Aus Gleichung (3.6)) folgt insbesondere S?(z) = GoooG toGoooG ™ (z) = Goo?o G 1(x)
und allgemein
Goo"oG ' (z)=5"(z), neN. (3.7)

Mit anderen Worten: S (bzw. S™) kann einfach auf o (") ‘libersetzt’ werden, wir sagen, dass
die dynamischen Systeme (X, p, o) und (A*,d, S) topologisch konjugiert sind.

Bemerkung 3.20. Eine solche Ubersetzung eines dynamischen Systems in ein anderes,
einfacher zu handhabendes System, kennen Sie auch schon aus der Linearen Algebra: Bei-
spielsweise ist jede symmetrische d x d—Matrix M orthogonal &hnlich einer Diagonalmatrix
A, i.e., es existiert eine orthogonale Matrix U (die Matrix der Eigenvektoren) mit

M =UAU'=UAU".

Dieser Basiswechsel hat den Vorteil, dass insbesondere M™ sehr einfach iiber M" = UA"U!
berechnet werden kann, da die Potenzen der Diagonalmatrix A trivial zu bestimmen sind.
Soll beispielsweise die d-dimensionale Differentialgleichung x = Mx gelost werden, dann kann

die Losung x(t) = eMlc = (3032, (Af!t)i )c und die darin vorkommenden Potenzen M? direkt

iiber die Diagonalisierung von M berechnet werden.

Wir starten mit einigen allgemeinen Definitionen betreffend Eigenschaften einer Abbil-
dung T auf einem metrischen Raum (€2, d) und iiberlegen uns dann, welche Eigenschaften S
auf A* (und o auf Xy ) erfiillt.

Definition 3.21. Sei (2,d) ein metrischer Raum und T : Q — Q eine Transformation.
Dann heifit die Menge OF(z) :== {T™(z) : n € No} der T-Orbit von = (kurz ‘Orbit von z’).

Die erste Eigenschaft wird volkstiimlich auch oft als Schmetterlingseffekt bezeichnet -
beliebige kleine Anderungen der Anfangsbedingungen fithren nach ausreichend langer Zeit
zu abweichenden ‘Pfaden’.

Definition 3.22. FEine Transformation T auf (2, d) heif$t sensitiv genau dann wenn, wenn
eine Konstante B > 0 existiert, sodass fir jedes x € Q und jedes r > 0 ein y € B(x,r) und
emmn €N mit

d(T"(x), T"(y)) = B

existieren.
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endlich viele Schritte

Die zweite Eigenschaft untersucht, ob ‘man von iiberall auch iiberall hinkommt’.

Definition 3.23. Eine (stetige) Transformation T auf (€2, d) heifit topologisch transitiv
genau dann, wenn fir beliebige nichtleere offene Mengen U,V C Q ein Indexr n € N mit

T-"(U)NV #£0
existiert.

Wenn eine (stetige) Transformation gleichzeitig reguléres Verhalten (‘iiberall’ liegen pe-
riodische Punkte) und irreguléres Verhalten (man kommt von ‘{iberall auch iiberall hin’ und
reagiert sensitiv auf die Anfangsbedingungen) aufweist, dann spricht man von einer chaoti-
schen Abbildung;:

Definition 3.24. T auf (2, d) heif$t chaotisch genau dann, wenn T topologisch transitiv und
sensitiv ist, und die periodischen Punkte dicht liegen.

Wir starten mit den ersten Eigenschaften von S : A* — A*.

Satz 3.25. Angenommen, das IFS {Q, (f;)N,} erfiillt die Disjunktheitsbedingung. Dann ist
S stetig und die periodischen Punkte von S liegen dicht in A*.

Beweis. Offensichtlich ist o : 3 — X Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 2. Geméf
unserer Voriiberlegungen gilt G o 0 o G~! = S, die Abbildung S ist daher als Verkettung
dreier steigen Abbildungen selbst stetig.

Zum Beweis der zweiten Aussage iiberlegen wir uns zuerst, dass fir G(k) = z folgende
Aquivalenz gilt: S"(z) = = genau dann, wenn o™ (k) = k. Tatsichlich liefert Gleichung
fiir S™(x) = x sofort

Goo" oG Hz)=9"(z)=2=GoG (z),

woraus wegen der Injektivitit von G und G~!(z) = k sofort 0™ (k) = k folgt. Die umgekehrte
Inklusion folgt analog.

Seien nun z € A* und r > 0 beliebig aber fest. Es geniigt zu zeigen, dass B(z, ) mindestens
einen periodischen Punkt von S enthilt. Die Stetigkeit von G impliziert die Offenheit von
V := G~}(B(x,r)). Nachdem die periodischen Punkte von o dicht in Xy liegen folgt sofort
Per(o) NV # (. Fiir jedes p € Per(o) NV # ) ist aber G(p) ein periodischer Punkt von S,
der in B(x,r) liegt, und der Beweis ist komplett. O

Um zu zeigen, dass S : A* — A* topologisch transitiv ist, zeigen wir zuerst die topologi-
sche Transitivitat von o auf X und iibersetzen dann auf S:
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Satz 3.26. o ist topologisch transitiv auf (X, p).

Beweis. Fiir offenen, nichtleere Teilmenge U,V von Yy existieren k,l € Xn und r > 0 mit
B(k,7) CU und B(l,r) C V. Zusétzlich existiert offensichtlich ein Index j, € N mit QJ% <r
und wir erhalten

{mezN:mizkingr}:B(k,;) cu
{mesy :mizzm'syr}:B(l,;) cv.
Betrachten wir die Folge
m o= (I, 1o, I3, . Uy ket Ko Ky Ky 1,101,
dann erfiillt m offensichtlich m € V-no="(U) fiir n := j,. O

Wir zeigen eine noch stirkere (Mischungs-) Eigenschaft von o

Satz 3.27. Es existiert ein | € Yy, dessen o-Orbit {c"(l) : n € N} = O (1) dicht liegt in

Beweis. Wir beweisen die Aussagen der Einfachheit halber nur fiir den Fall N = 2, die
allgemeine Konstruktion funktioniert vollkommen analog. Betrachte die Folge [, die zuerst
alle ‘Worte’ der Léange 1, dann alle Worte der Linge 2, dann alle Worte der Lénge 3 usw.
enthélt.

1= (1211221221 111222122121211212112221 ...)

L enthélt also jedes Wort endlicher Lénge (die Anordnung der Worte ist sekundér).
Zu zeigen, dass O™ (1) dicht liegt, ist nun einfach: Betrachte k € ¥ und r > 0 beliebig aber
fest. Dann existiert ein minimales ig € N mit

B(E,T) :_) B(E, Q_io) = {Q S EN 01 = k‘l,OQ = k‘Q, © 04 = kio}'

Das ‘Wort’ (k1, .. ., ki, ) tritt irgendwo in [ auf, bezeichne n den Index von [, an dem das ‘Wort’
beginnnt. Offensichtlich erfiillt dann o™~1(I) € B(k,27%) und der Beweis ist erbracht. [

Als direkte Konsequenz erhalten wir folgende noch stéirkere Aussage:

Satz 3.28. Die Menge aller Punkte | € Yy, deren o-Orbit {o"(l) : n € N} = Ot (l) dicht
liegt in (X, p) ist selbst dicht.

Beweis. Folgt sofort aus der Tatsache, dass, falls [ dichten Orbit hat, auch jeder Punkt o*(I)
mit 7 € N dichten Orbit hat. O

Satz 3.29. Sei {Q, (f;)N,} ein IFS, das die Disjunktheitsbedingung erfiillt. Dann ist die
Menge aller Punkte x € A*, deren S-Orbit {S"(z) : n € N} = O% (1) dicht liegt in (A*,d),
selbst dicht in A*.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass in jeder Kugel B(x,r) mit z € A* und r > 0 mindestens ein
Punkt mit dichtem Orbit liegt. De Stetigkeit von G impliziert, dass V := G~Y(B(z,r)) # 0
eine offene Teilmenge von (X, p) ist. Geméf Satz existiert mindestens ein Punkt k € V,
dessen o-Orbit dicht liegt. Setzen wir z = G(k) € A*, dann folgt sofort z € B(x,r) und der
S-Orbit von z ist dicht in A*, weil der o-Orbit von k dicht liegt in 2. O
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Obiges Resultat liefert sofort die topologische Transitivitdt von S : A* — A*:

Satz 3.30. Sei {Q, (fi)N,} ein IFS, das die Disjunktheitsbedingung erfiillt. Dann ist S :
A* — A* topologisch transitiv.

Beweis. Seien U,V zwei, nicht leere offene Menge in (A*, d). Dann existiert 1t. Satz ein
Punkt z € V, der dichten Orbit, und daher nach endlichen vielen Schritten n € N auch U
‘besucht’. Daraus folgt sofort T-"(U) NV # (. O

Als néchstes analysieren wir S hinsichtlich Sensitivitét, starten abermals mit dem Code
Space, und ¢ und iibersetzen dann auf S.

Satz 3.31. Der Shift-Operator o ist sensitiv auf (X, p).

Beweis. Sei k # [, dann folgt mit ig := min{i : k; # {;} und n := ip—1 sofort p(c™(k), o™ (1)) =
1. Setzen wir 5 = 1 (und damit sogar gleich dem Durchmesser von (X, p)) dann ist o also
sensitiv. n

Satz 3.32. Sei {Q, (fi)X.,} ein IFS, das die Disjunktheitsbedingung erfillt. Dann ist S sen-
sitiv auf A*.

Beweis. Fiir ¢ # j gilt nach Voraussetzung f;(A*) N f;(4*) = 0, die Kompaktheit von f;(A*)
fiir jedes [ € {1,..., N} liefert daher sofort (durchdenken!)

Bi; == min{d(z,y) : x € fi(A"),y € f;(A")} >0
S9(9) S (9))

Wir setzen § := min{f;; : i # j} > 0 und zeigen Sensitivitét fiir dieses . Sei daftir x € A*,
r>0und y € B(z,r) mit  # y. Da G ein Homdomorphismus ist, folgt sofort

k=G x) # G (y) =L

Fiir i := min{i € N: k; # [;} und S%~1(x), S0~ 1(y) folgt daher

S (z) = S9N G (k) = G(0"7 (k) € fi,, (A7)
S0 (y) = SOTHGW) = Gla™ (D) € fi, (A7),
und damit d(S®~1(x), S~ 1(y)) > /Bkiovlio = >0. -

Satz 3.33. Sei {Q, (f;)X,} ein IFS, das die Disjunktheitsbedingung erfiillt. Dann ist S chao-
tisch auf A*.

Um zu beweisen, dass (Disjunktheitsbedingung vorausgesetzt) S chaotisch auf A* hétten
wir uns auch etwas Arbeit sparen konnen: Es ldsst sich zeigen, dass Sensitivitdt aus topo-
logischer Transitivitdt und der Eigenschaft, dass die periodischen Punkte dicht liegen, folgt
(gute Ubungsaufgabe).



Kapitel 4

IF'S mit Wahrscheinlichkeiten
(IFSP)

4.1 Eigenschaften von IFSP

Wir kehren nochmals zuriick zum Hutchinson Operator und betrachten der Einfachheit halber
wieder das schon bekannte IFS {R?, (f;)?_,} des Sierpinski Dreiecks. Withlen wir A = {20} €
R?2, dann folgt

W(A) = {f1(20), f2(20), f3(20)} = {fr, (20) : k1 € {1,2,3}}

sowie
W2(A) = {sz o fkl(ZO) : k17k2 S {]-a 253}})
und allgemein
Wn(A) = {fkn 0---0 ka o fkl (Z()) s ki, ko, . ky € {1, 2,3}}
Betrachten wir statt 2y das Dirac Ma8 ¢, in 2z, definiert durch
520(3) = 1B(Z0)’ B e B(R2),

dann erhalten wir W({z0}) auch als Menge aller Punkte y € R, fiir die ein k; € {1,2,3}
existiert mit y = fx, (20). Mit anderen Worten

W({z0}) = {y€R2 25 {y}) >0} {y€R2 25 {y}) >0}

wobei 5,{5 das Bildmaf (push-forward) von d,, unter f; bezeichne Stochastisch Interpreta-
tion: wenn man zufillig (geméf der diskreten Gleichverteilung auf {1,2,3}) eine Funktion f;
‘zieht’ und dann auf {z¢} anwendet, dann ist W({20}) genau die Menge aller in einem Schritt
erreichbaren Punkte. Offensichtlich ist

,Z(;ZO

29
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ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf B(R?), das sich via IFS aus dem Wahrscheinlichkeitsma8 6.,
ergibt; das IFS induziert also auch eine Abbildung in der Menge aller Wahrscheinlichkeits-
maBe. Motiviert durch das Chaos-Game (siehe R-Code) und obigen Voriiberlegungen landen
wir bei folgenden Definitionen:

Definition 4.1. Sei {Q,(fi)X,} ein IFS und (p1,...,pn) € [0,1]. Dann heisst das Tri-
pel {Q, (f)N,, (pi)X,} Iteriertes Punktionensystem mit Wahrscheinlichkeiten (IFSP) genau
dann, wenn p1,...,pn > 0 und Zf\ilpi =1 gilt.

Mit anderen Worten: Ein IFSP ist ein IFS zusammen mit einer diskreten Verteilung p auf
{1,..., N} mit p({i}) = p; > 0 fiir jedes i € {1,...,N}.

Definition 4.2 (Markov-Operator). Sei {Q, (f;)¥, (p))Y,} ein IFSP. Bezeichnen wir mit
P(Q) ist die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafe auf B(Q), dann heifit (u' ... Bildmaf von

w unter f;)

V:PQ) — P(Q)
N

V()(B) = pip(B) (4.1)
=1

der vom IFSP auf P(Q) induzierte Markov-Operator.

Riickblickend auf den Hutchinson Operator W haben wir zwecks Analyse des asympto-
tischen Verhaltens von W™(A) zuerst eine Abstandsmessung dy auf kompakten, nichtleeren
Mengen konstruiert, gezeigt, dass (K(2),dp) vollstéindig ist, und dann bewiesen, dass W
beziiglich 67 eine Kontraktion ist - der Rest folgte dann sofort aus dem Banach’schen FPS.
Beim Markov Operator V gehen wir nun vollkommen analog vor und starten mit der Kon-
struktion einer Metrik - der Einfachheit halber arbeiten wir in diesem Abschnitt nur mit
kompakten metrischen Réumen (€2, d) (eine Erweiterung auf vollstdndige metrische Réume
ist mit mehr Grundlagen unschwer machbar):

Definition 4.3 (Kantorovich/Wasserstein Metrik). Sei (Q,d) kompakt und p,v € P(Q).

Dann heifst
O (i, V) := min {sup{/ hd,u—/ hdv:he Lipl(Q)} ,1}
Q Q

mit Lip1(Q) :={h: Q = R: |h(x) — h(y)| < d(z,y) fir alle x,y € Q} der Kantorovich/Was-
serstein Abstand von u und v.

Lemma 4.4. Sei (2,d) kompakt. Dann ist dx ist eine Metrik auf P(€2).

Beweis. Die Nichtnegativitét folgt dx folgt sofort aus der Tatsache, dass die Einsfunktion
h = 1qg in Lip1(2) liegt. Zusatzlich ist i per definitionem nach oben mit 1 beschréinkt.
Um zu zeigen, dass aus dx (u,v) = 0 auch u = v folgt, gehen wie wiefolgt vor: Offensichtlich
impliziert dx (1, v) = 0 (unter Verwendung von h € Lip; (2) genau dann wenn —h € Lip;(£2))

die Gleichheit
/ hdu = / h dv (4.2)
Q Q
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fiir alle h € Lip1(£2). Fiir eine beliebige Lipschitz-stetige Funktion A : @ — © mit Lipschitz
Konstante L € (0, 00) gilt offensichtlich h := % € Lip1(£2) und wir erhalten aus der Gleichheit

fiir Lip;(£2) sofort
h h
hd :L/d :L/du:/hdy,
/Q : oL ol Q

also die Gleichheit fiir alle Lipschitz-stetigen Funktionen auf 2. Nachdem die Familie al-
ler Lipschitz-stetigen Funktionen (fiir kompaktes ) dicht im Raum der stetigen Funktio-
nen C(Q2) auf Q liegt, gilt Gleichung sogar fiir alle stetige Funktionen. Anwendung des
Darstellungssatzes von Riesz (siehe [3]) oder der Dichtheit von C(£2) in Ly (92, B(€2), 1) und
L1(9Q,B(),v) liefert daher sofort y = v.

Nachdem Symmetrie von dx unmittelbare Folgerung aus der Tatsache, dass mit h € Lip;(Q2)
auch —h € Lip;(Q) gilt, ist, bleibt nur mehr die Dreiecksungleichung zu zeigen - selbige folgt
aber direkt aus

5K(u,u)—sup{/ hdu—/th—l—/th—/th:hELz'pl(Q)}
Q Q Q Q

§sup{/ hdu—/th:hELipl(Q)}+sup{/th—/hdu:hGLipl(Q)}
Q Q Q Q

=0 (p,7) + dx(1,v).

Nachdem Abschneiden bei 1 offensichtlich die Dreiecksungleichung erhélt ist der Beweis kom-
plett. ]

Als Folgerung des Satzes von Alaoglu (siehe [4]) erhalten wir das folgende sehr wichtige
Resultat:

Satz 4.5. Sei (2,d) kompakt. Dann ist (P(S2),0k) ist kompakter metrischer Raum.
Genauso wie W eine Kontraktion auf (IC(£2), ) ist, ist V eine Kontraktion auf (P(2), 0k ):

Satz 4.6. Sei {Q, (f)N, (pi)X,} ein IFSP und (2, d) kompakt. Dann ist'V eine Kontraktion
auf (P(Q),8x) und hat Kontraktionsfaktor L = YN | piL; < 1.

Beweis. Seien h € Lipi1(Q) und p,v € P(). Dann folgt via Change of Coordinates und
Linearitéts des Integrals

N N
_ _ O ot
[ raove = [ waven = | hd(izlpzu ) / hd(;w )
N N
— . fi _ ) fi
;pz/ﬂhdu ;pz/ghdv
N N
:;pi/ghofidﬂ_;pi/ghofidlf
N N
:A;pihoﬁdu—/g;pihofidv

::/Qﬁ(g;) dﬂ—/ﬂﬁ(x) dv
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mit h(z) := Zi]ilpi ho f;(z) fiir jedes z € Q. Setzen wir L = Zz']LPiLi < 1, dann folgt

() = h(y) <

-

s
Il
—

N
pilho fix) = ho fi(y)l <Y pid(fi(x), fi(y))
=1

-

N
Il
i

=
m

die Funktion & ist also eine Kontraktion mit Kontraktionsfaktor L < 1. Damit folgt
Lip1(€2) und wir erhalten

/Qh(x)du—/gﬁ(x)dyzi/ggdu—i/ggdu

Insgesamt haben wir damit die folgenden Ungleichung fiir beliebiges h € Lip;(§2) bewiesen:

/ hd(V(u)) - / hd(V()) < L oxc (1, v).
Q

Q

Supremumsbildung links iiber h € Lip;(Q) liefert das gewiinschte Resultat. O

Anwendung von Satz Satz und dem Banach’schen FPS liefert sofort das folgende
Resultat (betrachten Sie abermals die Analogie zwischen W und V). Um die Abhéingigkeit
des invarianten Mafles von der diskreten Verteilung p anzudeuten schreiben wir nachfolgend
auch V), statt V):

Satz 4.7. Sei {Q, (f)X, (p))X,} ein IFSP und (Q, d) kompakt. V,, bezeichne den vom IFSP
induzierten Markov Operator auf P(S2). Dann exzistiert ein eindeutiges ji;, € P(Q) mit

Vp(bp) = iy

und fir alle p € P(Q) gilt
Tim 35 (V) (1), 15) = 0.

Aus den vorhergehenden Abschnitten wissen wir, dass die Adressabbildung G den Code
Space Xy surjektiv und stetig auf den Attraktor A* abbildet. Gibt es ein Wahrscheinlich-
keitsmaf} auf B(Xy ), das mittels G auf py, abgebildet wird? Und wie héngt py; {iberhaupt mit
A* zusammen? Um die Fragen zu beantworten, kehren wir zum urspriinglichen Ausgangs-
punkt - dem Chaos Game - zuriick, und formalisieren, wie die einzelnen Funktionen des IFSP
zufillige gezogen werden: Gegeben sei das IFSP {Q, (f))¥, (p;),} auf dem kompakten me-
trischen Raum (€2, d). Wenn wir mit X,, die im n-ten Schritt gezogene Funktion (bzw. deren
Index) bezeichnen, dann gilt offensichtlich

Nach Konstruktion des Chaos Games ist die Folge (X, )nen also ii.d und jedes X, hat
Verteilung p. Nehmen wir an, dass die Zufallsvariablen auf einem gemeinsamen Wahrschein-
lichkeitsraum (T', A, P) definiert sind, dann ist X = (X3, X», . ..) offensichtlich eine Abbildung
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von T' nach ¥y. Wir berechnen P¥ =: P, € P(Xn) auf sogenannten endlichen Rechtecken
und schreiben statt {1,..., N} kurz 1:N. Endliche Rechtecke R sind Mengen der Form (keine
Beschrinkung ab der n+1-ten Koordinate)

R=E; x -+ xE, x EINxLNx--- (4.3)

mit n € N und E; C 1:N fiir jedes i € {1,...,n}. Offensichtlich gilt dann
n

PY(R) =P{X) € B\, Xy € By,..., X, € E,} = [ [ p(E),
i=1

PY ist also das abzéhlbare Produktmafl von PX1 = p. Falls das ProduktmaB nicht aus der
MafBtheorie bekannt ist, kann P¥ auch alternativ wiefolgt mit standard maBtheoretischen
Methoden konstruiert werden: Setzen wir

by = {R C Xy :es existieren n € Nund Ey,...,E, C 1:N mit

R:E1><-~~><En><1:N><1:N><---}, (4.4)

und definieren P, : hy — [0, 1] durch

n
By(Byx -+ x By x LN x LN x -+ ) = [[ p(Ey), (4.5)
=1

dann gilt folgendes Resultat:

Lemma 4.8. Die Familie b ist ein Halbring in Xy, der die Borel’sche o-Algebra B(Xy)
erzeugt. Alle Mengen in hy sind clopen. Zusditzlich ist durch Gleichung ein eindeutiges
Wahrscheinlichkeitsmafl Py auf B(X ) definiert, das mit der Verteilung von X tibereinstimmdt,
i.e., es gilt PY(B) = Py(B) fiir jedes B € B(Xn).

Beweis. Gute Ubungsaufgabe. O

Bevor wir PpG studieren beweisen wir, erstens, noch ein Resultat, das am Ende der Vorlesung
wichtig fiir den Beweis des Ergodensatzes fiir das Chaos Game sein wird, und, zweitens,
ergénzen/wiederholen die Definition des Trégers eines Mafes:

Lemma 4.9. Sei {Q, ()N, (pi)X1} ein IFSP und P, das entsprechende Produktmaf auf
B(¥XN). Dann ist der Linksshiftoperator P,-treu, i.e., es gilt Py = P,.

Beweis. Um PJ = P, zu zeigen geniigt es (als direkte Konsequenz von Lemma und
dem Fortsetzungssatz von Caratheodory), die Gleichheit PJ(R) = P,(R) fiir alle R € by
nachzurechnen, was wie folgt gemacht werden kann:

PI(R) = Py(c™"(R)) = Py({k € Sy : 0(k) € R}) = P,(L:N x R)
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Definition 4.10. Sei (Q2,d) ein (beliebiger) metrischer Raum und p € P(2). Dann ist der
Tréger von p definiert durch

Tr(p) :={x € Q: uB(x,r)) >0 fir jedes r > 0}
Beispiel 4.11. Die folgenden Aussagen sind leicht zu verifizieren:

1. Fiir das Lebesgue Maf# A auf B([0, 1]) gilt Tr(\) = [0, 1].

2. TT((S{ZO}) = {Zo}
3. Fir Qn0,1] = {q1, ¢, . .. } und das Wahrscheinlichkeitsmaf

=1
n=2 50
=1

gilt Tr(p) = [0, 1].

Lemma 4.12. Sei (Q2,d) ein (beliebiger) metrischer Raum und p € P (). Dann ist Tr(u)
abgeschlossen. Fir kompaktes (2, d) gilt Tr(p) € K(£2).

Beweis. Sei (zp,)nen eine gegen x € € konvergente Folge in Tr(x) und r > 0 beliebig. Dann
existiert ein Index ng € N mit z,, € B(x,r) fiir alle n > ng. Fiir ein hinreichend kleines § > 0
gilt offensichtlich B(xy,,d) C B(x,r) und damit

0 < p(B(2ny,0)) < p(B(a, 7)),

also x € Tr(u). Die zweite Aussage folgt aus der Tatsache, dass abgeschlossene Teilmengen
kompakter Mengen ebenfalls kompakt sind. O

Bemerkung 4.13. Der Tréiger Tr(u) kann #quivalenterweise auch definiert werden als die
kleinste abgeschlossene Menge M mit u(M) = 1.

Der folgende Satz klért den Zusammenhang der Fixpunkte A* und p,, von W und V;:

Satz 4.14. Sei (Q,d) ein kompakter metrischer Raum, {Q, (f)X1, (pi)1} ein IFSP und
Vp : P(Q2) — P(Q) der induzierte Markov Operator. Dann gilt

Tr(p,) = A"
Beweis. Wir zeigen die Gleichheit Tr(V, (1)) = W(Tr(p)) fiir ein beliebiges p € P(2) und

beginnen mit der ersten Inklusion C:

N N
Vo) W(Tr () = > pipt i OWV(Tr (1)) = > pipsl 7 OV (Tr(w))
eK@CB©Q) T =1

N N
= me £ U fi(Tr(p)
i=1 j=1

OF N (fi(Tr ()

N
> pi(Tr(p) = 1.
=1
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Die kompakte Menge W(T'r(u)) hat also volle u-Masse, Anwendung von Bemerkung
liefert daher sofort W(T'r(p)) 2 Tr(Vp(p)).

Fiir den Beweis der zweiten Inklusion geniigt es zu zeigen, dass aus x ¢ Tr(V,(n)) sofort
x ¢ W(T'r(p)) folgt. Fir ¢ Tr(V,(n)) folgt die Existenz eines r > 0 mit

N
0 =Vy(w)(Bz,r)) = Y pint (B(x,7)),
=1

und damit N
H© (U fi_l(B(‘r?T))) =0.
i=1

Daraus ergibt sich abermals via Bemerkung

N (&
Tr(p) C (U f;l(B(x,r))>
=1

=N, £ (Blar))e

und wir erhalten schliefSlich

N

W(Tr(pn) CW <ﬂ fl.—l(B(x,r)C)> C B(zx,r)S,

i=1

also x ¢ W(Tr(u)).
Insgesamt haben wir damit Tr(V,(1)) = W(T'r(n)) fiir beliebiges 1 € P(§2) bewiesen. Be-
trachten wir nun speziell y := i, dann erhalten wir sofort

Tr(py) = Tr(Vp(pp) = W(Tr (1)

Tr(py,) € K(£2) ist also ein Fixpunkt von W und muss daher mit A* ibereinstimmen. O

Satz 4.15. Sei (Q,d) ein kompakter metrischer Raum, {Q, (fi)N, (pi)¥1} ein IFSP, V, :
P(Q) — P(Q) der induzierte Markov Operator, und G : Xy — A* die Adressabbildung. Dann
gilt

Beweis. Wir zeigen Vp(PpG ) = PpG , aus der Eindeutigkeit des Fixpunkts von V), folgt dann
sofort PpG = [hy-

Wir definieren den i-Rechtsshiftoperator 7; : ¥y — Xy durch (kikoks...) — (ikikoks...).
Dann ist 7; offensichtlich (fiir jedes 4 € {1,..., N}) Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante

5-
Weiters gilt offensichtlich fiir jedes i € {1,..., N} und jedes B € B(2)

GTHf71(B) = (fioG)7H(B) = {k € By : fio G(k) € B}
={keXn:Gor(k) e B} =7, (G }(B)),
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und daher
N N
Vo(PE)(B) = > pi(B)(B) = sz(Pf)(ffl(B))
zgl =1 X
=Y ni(B)(GEH(TH(B))) = Y pibp(rH(GTH(B)))
i=1 i=1

wobei in der vorletzten Umformung die Gleichheit ZZ]\L 1 piPyt = Py verwendet wurde, die
sich fiir endliche Rechtecke R € hy einfach nachrechnen, und dann via Caratheodory auf
ganz B(Xy) erweitern ldsst. O

4.2 Ergodizitit des Chaos Games

Ziel der VO war es zu verstehen, warum das Chaos Game das tut, was es tut, namlich
den Attraktor zu ‘erzeugen’ (siche Motivation Fraktale.pdf). Mit den bisher erarbeiteten
Grundlagen sind wir nun (unter Zuhilfenahme zweiter Resultate aus der VO Einfihrung
in die Ergodentheorie) in der Lage, zu zeigen, dass das Chaos Game de facto nicht nur
den Attraktor A, sondern das invariate Maf} y; (und damit wegen T'r(u;) = A* auch den
Attraktor) zum Vorschein bringt. Wir starten mit einer formal sauberen Beschreibung des
Chaos Games als Markov Prozess, wiederholen die Hilfsresultate aus der Ergodentheorie und
beweisen dann elegant das Hauptresultat, in dem wir sowohl die Adressabbildung G als auch
das Produktmaf} auf den symmetrischen Codespace Sy = {1,..., N}? erweitern.

Wie bisher in Abschnitt 4 nehmen wir wiederum an, dass (£, d) ein kompakter metrischer
Raum und {Q, ()X, (p:)X;} ein IFSP ist. Gemi den R-Codes funktioniert das Chaos
Game so, dass wir einen Startpunkt zg € € wahlen, dann jeweils schrittweise Funktionen
frys Jrgs - - - bzw. Indices ki, ka, ... gemaf diskreter Verteilung p ziehen, und die Punkte z; =
fr1(20), 22 = fry(21),... betrachten. Mit anderen Worten: Wir ziehen gemifi Produktmaf
P, zufillig ein Element k£ € X und definieren dann eine Folge (Y;?°),en von Q-wertigen
Zufallsvariablen Y70 auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Xy, B(Xn), Pp) durch

leo (E) = fk‘1 (ZO)
Yzzo (k) = fry(21) = fry 0 fiy(20)
Y30(k) = frs(22) = fig © fry © fr1(20)

Y k) = fro(2n) = frn © frny © 0 fhg © fiy © fiy (20)- (4.6)

Beachten Sie, dass die Reihenfolge, in der die Funktionen verkettet werden, genau umgekehrt
zu jener in der Definition von G ist (wie wir gleich sehen werden ist genau diese Tatsache
auch der Grund fiir die Betrachtung von ¥y = {1,..., N}%).

Definition 4.16. Sei (Q,d) ein kompakter metrischer Raum, {Q, (f)N,, (p:))X,} ein IFSP

=1

und zg € ). Dann heifit die durch Gleichung @ definierte Folge (Y,;?°),en von Q-wertigen


www.trutschnig.net/Motivation_Fraktale.pd

KAPITEL 4. IFS MIT WAHRSCHEINLICHKEITEN (IFSP) 37

Zufallsvariablen Y, auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Xn,B(Xn), Pp) das (vom IFSP) in-
duzierte Chaos Game mit Startwert zg.

Bemerkung 4.17. Formal ist das Chaos Game also nicht anderes als ein spezieller Markov
Prozess in diskreter Zeit mit Zustandsraum  (siche VO Markov Prozesse).

Die am Beginn der VO fiir das das Sieprinski Dreieck erzeugende IFSP gemachte Beob-
achtung (wie grof ist der Anteil der Punkt im unteren linken Dreieck) ldsst sich nun wie folgt
konkretisieren und verallgemeinern: Fiir jedes B € B(£2) gilt die folgende Gleichheit:

Jm =3 1507 (1) = () (4.7
1=1

Mit anderen Worten: Die relative asymptotische Zeit, die der Prozess in B verbringt, ent-
spricht genau ju;(B). Gleichung kann offensichtlich nicht fiir jedes k£ € Xy gelten -
beispielsweise konvergiert die Folge (Y,°(k))nen im Falle des Sierpinski Dreiecks und der
Wahl k£ = (1,1,1,...) fiir jedes zy gegen (0,0) - sie gilt aber fiir P,-fast jedes k. Wir kénnen
nun das folgende Hauptresultat formulieren und in mehreren Schritten beweisen:

Satz 4.18 (Ergodensatz fiir das Chaos Game [2]). Sei (2, d) ein kompakter metrischer Raum
und {Q, (fi)X1, (p:)X,} ein IFSP. Dann gilt fiir py-fast jedes 2o € Q und Ppy-fast jedes k die
folgende Gleichhez'ﬂ fiir jedes h € Ly(py):

1 n
lim — h(Y?(k)) = | hdu 4.
i > h () | nai (48

Beachten Sie, dass Gleichung (4.11)) Gleichung (4.7) impliziert, da offensichtlich 15 € L1 (u;)
fiir jedes B € B(Q).

Bevor wir den erweiterten Codespace betrachten und die Hilfsresultate aus der Ergoden-
theorie diskutieren eine kurze Voriiberlegung, die der Ausgangspunkt fiir den Beweis von
Satz und auf natiirliche Weise die Miteinbeziehung von Sy = {1,..., N}* motiviert.
Sei (Y,?)nen das Chaos Game geméB Gleichung (4.6). Wihlen wir den Startwert zo aus A*
(warum ist das keine Einschrinkung?), dann existiert (mindestens) ein [ € ¥y mit G(I) = 2o
und wir erhalten fiir jedes n € N sofort (zg € § beliebig)

Yok) = Y,OOk) = fu, 0 frn 00 fiy 0 fry © fiy (G(D))
= fru© Fhr 00 i © frp 0 fin (. fiy 0 fiy 00 fi, (w0))
= lim fkn ofkn—l S ofk‘s Ofk2 Of’ﬂ th Oflz S Oflm(.f())

m—00

= G((k’naknflv"' ak17llal2)"' 7lma"'))7 (49)

ie., Y?0(k) ldsst sich schreiben als die Adressmap angewandt auf ein Element von SN =
{1,..., N}”. Wir betrachten daher im Folgenden Y.y sowie die entsprechenden (geliftete
Objekte P, € P(Xy) und G : Xy — A*:

fdie Einsmengen hingen NICHT von h ab
falle gelifteten Objekte tragen Hut
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(i) Sy ist definiert durch
Sv o= (Lo, NYE={(- kg kg, kot ki, ko, ks, ) ki € {1, N}
Wir schreiben (slightly misusing Notation) in der Folge auch kurz
o G N N P T Y N

wobei der Punkt die erste Stelle (erste Koordinate) markiert. Fiir (1, k), (v,u) € Sy
kann eine Metrik p direkt iiber p((L, k), (v,u)) := p(l,v)+p(k, u) definiert werden, die die
Produkttopologie metrisiert (Konvergenz bzgl. p entspricht also der koordinatenweisen
Konvergenz).

(ii) Das Produktma P, auf B(3y) ist analog zu P, definiert, also entweder als Verteilung
der Zufallsvariable X = (--- , X 5, X_1, X1, Xa,...), wobei (X,,)nen und (X_,,)nen un-
abhéngige i.i.d. Folgen mit Verteilung p sind, oder (iquivalent dazu) als das eindeutige
WahrscheinlichkeitsmaB auf B(2y), das auf Mengen R der Form

R:--~><1:N><1:N><E_n><~-><E_1><E1><-~><En><l:N><1:N><~--

definiert ist durch

(iii) Die geliftete Adressabbildung G : ¥ — A* definieren wir einfach durch

~

G((LE) == G(D).
Bezeichnet & den Linksshiftoperator auf £y, dann gilt daher gem# Gleichung 1)

Y2 (k) = G ((kn, k1, s kDo, by ++)) = G(6™ (L)) (4.10)

Die folgenden zwei Resultate sind Grundwissen aus Ergodentheorie (sieche VO Einfiihrung in
die Ergodentheorie).

I:emmAa 4.19. Der Linksshiftopgrator 613N — Sy st erquisch beztigl. Pp, i.e., es gilt
P? = P, und jede Menge G € B(Xy) mit 6~ H(G) = G erfiillt P,(G) € {0,1}.

Satz 4.20 (Birkhoff’scher Ergodensatz). Ist T eine ergodische Transformation auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (T, A, p), dann existiert eine Finsmenge E € A sodass fiir jedes
x € E und jedes h € L1(T") die folgende Gleichheit gilt:

LN i
i > A ) ~ [

Damit kénnen wir nun den Ergodensatz fiir das Chaos Game elegant und kurz beweisen:
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Beweis von Satz[{.18 (Schritt 1): Sei h € Ly (4;). Dann liefert Change-of-Coordinates sofort

die Gleichheit
/ hdu;:/hduz‘):/hdﬁf:/ hoGdP,
* Q Q SN

und wir erhalten ko G € Ly (P,).

(Schritt 2) Anwendung des Birkhoff’schen Ergodensatzes und Lemmaliefelzt daher sofort
die Existenz einer Menge A € B(X ) mit P,(A) = 1 sodass fiir jedes (I, k) € A die folgende
Gleichheit gilt (der Ergodensatz geht in der dritten Gleichheit ein):

n n
i 50 (0) = g LS (0o

. 1 = A A7 A >
— JE{}O;Z hoG (6 ((z,k))):/i hoGdP,
=1 €L1(Pp) N

- thG:/hd,u*
IRERIRLE

Wenn man bereit ist, sich auf stetige Funktionen einzuschrianken, ist es sogar moglich,
ein analoges Resultat fiir JEDES zy € Q zu beweisen (siche [2]):

O]

Satz 4.21 (Ergodensatz 2 fiir das Chaos Game [2]). Sei (Q2,d) ein kompakter metrischer
Raum und {Q, (f;)N, (p))X,} ein IFSP. Dann gilt fiir jedes (!) 2o € Q und P,-fast jedes k
die folgende Glez’chheiﬂ fiir jedes stetige h : 0 — R:

: 1 - 2 *
i > (0) = | nai (4.11)

tdie Einsmenge hingt NICHT von h ab
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